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RESUMO: A interação tubo-projétil durante a balística interna de 
uma munição APFSDS em um canhão 105 mm com alma lisa é 
analisada, empregando um modelo em elementos finitos imple-
mentado no software LS-DYNA. O projétil é modelado como rígido 
com cinta obturadora flexível. Simulações considerando o tubo do 
armamento rígido e flexível foram realizadas. Projéteis com des-
balanceamento de massa também foram estudados. Uma análise 
estática foi realizada para obter a deformação do tubo devido à 
gravidade e em seguida a análise dinâmica da interação tubo-
projétil foi executada. Os resultados mostram que o desbalancea-
mento de massa do projétil e as deformações no tubo modificam 
a dinâmica do projétil durante a balística interna, influenciando o 
fenômeno de batimento e alterando as condições do projétil na 
boca da arma. Portanto, a interação tubo-projétil influencia a acurá-
cia e a precisão do tiro.

PALAVRAS-CHAVE: Dinâmica. Corpo flexível. Elementos finitos. 
Balística.

ABSTRACT: TThe barrel-projectile interaction during the interior 
ballistics of an APFSDS ammunition in a 105 mm smoothbore can-
non is analyzed by using a finite element model implemented in 
the LS-DYNA software. The projectile is rigid with flexible obturator. 
Simulations considering the rigid and flexible tube were performed. 
Mass unbalanced projectiles were studied. A static analysis was 
executed to obtain the deformation of the tube due to gravity and 
then the dynamic analysis of the barrel-projectile interaction was 
performed. The results show that the projectile mass unbalance 
and the barrel deformations modify the dynamics of the projectile 
during the interior ballistics, influencing the balloting phenomenon 
and changing the projectile conditions at the muzzle of the gun. 
Therefore, the barrel-projectile interaction influences the accuracy 
and the precision of the shot.

KEYWORDS: Dynamics. Flexible body. Finite elements. Ballistics.

1. Introdução
O estudo da balística pode ser classificado em quatro áre-

as: balística interior, balística intermediária, balística exterior 
e balística terminal [1, 2].

A balística interior lida com a interação entre arma, pro-
jétil e propelente antes do projétil sair pela boca do tubo. 
Isto inclui o processo de ignição do propelente, a queima do 
propelente na câmara, a pressurização da câmara, o engra-
zamento da cinta de forçamento e a obturação da câmara, a 
dinâmica do projétil no interior do tubo e a dinâmica do tubo 
durante o ciclo de disparo [1]. Os dois últimos são objetos de 
estudo deste artigo.

Uma das formas utilizadas para aumentar o alcance e a 
energia cinética de projéteis consiste em aumentar o compri-
mento do tubo dos canhões. Porém, é importante observar 
que tubos longos são mais flexíveis, influenciando a dinâ-
mica do projétil durante a balística interna e, em particular, 
a posição e a cinemática do projétil na boca da arma. Como 
consequência o armamento pode apresentar maior dispersão 
no tiro, bem como perda de precisão [3].

Os movimentos da boca do tubo, induzidos pelo lança-
mento do projétil, são inevitáveis e difíceis de controlar de-
vido à escala de tempo do percurso percorrido pelo projétil 
dentro do tubo ser da ordem de milissegundos [3]. Desta 
forma, a análise da interação tubo-projétil e da rigidez do 
sistema de armas se torna relevante no projeto de canhões 
com tubos longos e em canhões, obuseiros e morteiros em-
barcados em viaturas militares [3].

Durante o deslocamento do projétil no interior do tubo, 
ocorre o fenômeno conhecido como batimento, o qual con-
siste em choques sucessivos entre o projétil e o tubo. Estes 
choques decorrem dos movimentos de deriva e arfagem do 
projétil no interior do tubo, bem como do deslocamento do 

centro de massa do projetil no plano normal ao eixo do tubo, 
podendo resultar também em um movimento de bamboleio. 

O batimento é ocasionado por erros e tolerâncias de fa-
bricação do armamento e da munição. Assim, o batimento 
é um fenômeno decorrente da interação tubo-projétil [1, 4]. 
Em munições subcalibre, como a APFSDS, o sabot tem por 
objetivo diminuir o batimento [1], assim como a cinta de tur-
gência nas munições tradicionais.

Este trabalho tem como objetivo estudar o comporta-
mento dinâmico da interação tubo-projétil durante a balís-
tica interna de uma munição APFSDS (munição perfurante, 
estabilizada por empenas e com cinta descartável) disparada 
de um canhão calibre 105 mm com alma lisa. Um modelo 
em elementos finitos é implementado no solver LS-DYNA, 
permitindo a avaliação do batimento, ao considerar duas con-
figurações (tubo rígido e depois tubo flexível).

1.1 Trabalhos Relacionados

Entre 1998 e 2005 a companhia Next Munitions condu-
ziu estudos para simular a dinâmica de armas por meio de 
análises computacionais via elementos finitos [5]. Este tipo 
de simulação foi iniciado contemplando as iterações entre o 
projétil e o tubo da arma, sendo posteriormente aprimorada 
ao introduzir o modelo completo do sistema de armas [5].

A acurácia de canhões de carros de combate modernos 
com longos tubos, relativamente finos, é influenciada pela 
flexibilidade dos tubos, especialmente, quando submetido a 
carregamento dinâmico. Pequenas deflexões e rotações na 
boca do canhão podem ser relevantes na acurácia do tiro a 
longas distâncias [3].

Experimentos de tiro foram realizados utilizando o ca-
nhão M256 em carro de combate M1A1 Abrams. Nestes 
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experimentos foram monitorados o movimento do tubo e 
dos mecanismos da culatra para uma configuração padrão, 
chamada de desbalanceada, e um sistema modificado, em 
que a massa foi adicionada à culatra para que a linha do 
centro de gravidade dela fosse coincidente com a linha do 
centro do tubo [6]. Mudanças significativas no comporta-
mento do tubo da arma foram observadas ao se comparar as 
duas configurações, tanto na forma quanto na magnitude do 
deslocamento do tubo. Simulações numéricas em elementos 
finitos destes experimentos foram conduzidas com o auxílio 
do software DYNA 3D a fim de simular o comportamento 
dinâmico do sistema inteiro que inclui a culatra, o tubo da 
arma, o munhão, o mecanismo de recuo e o projétil [6].

Uma metodologia para analisar o comportamento do 
projétil com cinta descartável foi apresentada, submetendo 
o projétil a carregamentos laterais e axiais em um canhão 
calibre de 120 mm [7]. Diferentes tipos de munições foram 
estudados e resultados experimentais e numéricos foram 
comparados [7]. Os experimentos foram realizados em es-
cala real para duas munições com arma de calibre 120 mm, 
o tubo da arma foi levemente fletido e o projétil foi forçado 
a ter deslocamento lateral produzindo significantes esforços 
laterais. O deslocamento lateral do sabot dentro do tubo foi 
medido utilizando uma máquina de raio-X com acurácia de 
0,007in (0,01778mm).

As simulações numéricas consideraram três tipos de 
tubos: um tubo perfeitamente reto, um tubo com precisão 
próxima do real e um tubo levemente fletido [7]. Boa con-
cordância entre os resultados experimentais e os resultados 
das simulações numéricas foi encontrada, obtendo valores 
de tensão e deformação do tubo e do deslocamento do pro-
jétil ao longo do tempo.

Um modelo bidimensional foi apresentado [4] para es-
tudar o batimento, considerando o contato entre a cinta de 
forçamento e o tubo e o contato entre a cinta de turgência 
e o tubo como molas lineares, enquanto o tubo e o projé-
til foram considerados rígidos. Nos resultados encontrados 
neste modelo, encontrou-se batimento muito acentuado ao 
utilizar como condição inicial a inclinação do projétil, pois 
a mola passou a ficar tracionada ou comprimida, acumu-
lando energia, que foi transferida ao projétil provocando o 
batimento. Quanto maior a rigidez do contato, maior será 
esta influência.

Além disso, alguns resultados, após a colisão do pro-
jétil com o tubo, mostram um movimento de zig-zag, 
pois a mola localizada na cinta de turgência empurra o 
projétil, que gira e comprime a mola localizada na cinta 
de forçamento que, por sua vez, empurra o projétil giran-
do o mesmo, e este movimento se repete algumas vezes 
até que o sistema de molas entre em equilíbrio [4].

O comportamento dinâmico de um carro de combate 
com torre estabilizada tem-se ao disparar um projétil do 
tipo APFSDS de um canhão 105 mm raiado foi estudado 
[8]. O batimento balístico durante a balística interna foi 
investigado, considerando o tubo do canhão e o projétil 
como corpos rígidos. O modelo computacional permitiu 
avaliar os efeitos de diferentes dados de entrada, como a 
inclinação da munição e a posição do centro de massa do 
projétil sobre a dinâmica do projétil durante a balística 
interna [8].

Os efeitos da erosão e da excentricidade no tubo durante 
o disparo sobre o movimento transversal do projétil em um 
canhão M831A1 de calibre 120 mm foram avaliados em 

experimentos, visando à validação de um código computa-
cional de simulação da dinâmica tubo-projétil. A dificulda-
de de se comparar a análise experimental de um fenômeno 
balístico não linear e estocástico foi enfatizada [9].

O efeito da onda de pressão dinâmica sobre a resistên-
cia do tubo foi estudado [10], verificando-se a possibilida-
de de deformação plástica radial do tubo. Simulações das 
armas comerciais, M256 de 120mm e M68E1 de 105mm, 
foram conduzidas e dois modelos experimentais com di-
mensões similares a dos canhões supracitados foram ava-
liados, adotando, porém, espessuras menores próximo a 
boca do tubo. O método de elementos finitos foi emprega-
do e verificou-se que não ocorre deformação permanente 
para os modelos das armas comerciais, porém as falhas 
encontradas na boca da arma nos modelos experimentais 
podem ser explicadas pela deformação plástica encontra-
da na simulação. Conclui-se que somente a análise dinâ-
mica é capaz de verificar se há deformação plástica devido 
à onda de pressão, sendo a análise estática incapaz de ve-
rificar esta falha.

2. Modelo físico
Durante a balística interna, o projétil foi impelido pela ação 

dos gases que exercem uma pressão a sua retaguarda. Desta 
forma, no presente trabalho a pressão na base do projétil, 
obtida a partir de uma simulação no software PRODAS, é 
uma função prescrita do tempo. A curva de pressão fornecida 
pelo PRODAS está ilustrada na Fig. 1. Ademais, a pressão 
dos gases no interior da arma atuante sobre as paredes do 
tubo, não é considerada nesta análise.

Fig. 1 - Curva de Pressão em função do tempo utilizada na 
culatra do projétil.

A solução do modelo de dinâmica do projétil forne-
ce os ângulos de arfagem, deriva (ou guinada) e rolagem, 
bem como a posição espacial do projétil, enquanto a so-
lução do modelo do comportamento do tubo fornece as 
deformações do tubo ao longo do tempo, permitindo ob-
servar que os deslocamentos da boca do tubo.

A simulação da dinâmica de um projétil APFSDS du-
rante a balística interna em um canhão é realizada empre-
gando um modelo 3-D. Os valores apresentados nas Tab. 1 
e 2 foram utilizados na modelagem adotada e considerou-
-se a condição de tiro tenso. Ou seja, o tubo do canhão está 
na horizontal.
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Tabela 1: Parâmetros utilizados no modelo do tubo.
Grandeza Símbolo Valor

Massa do tubo Mt 580 kg

Módulo de elasticidade E 200 GPa

Massa Específica ρ 7 g/cm3

Poisson ν 0.3

Tensão de Escoamento 1117MPa

Momento de Inércia do tubo na direção x Jxt 3,74 kgm2

Momento de Inércia do tubo na direção y Jyt 748 kgm2

Momento de Inércia do tubo na direção z Jzt 748 kgm2

Fonte:[3,6,10].

Tabela 2: Parâmetros utilizados no modelo do projétil APFSDS 
105 mm M735.

Grandeza Símbolo Valor

Diâmetro da munição dm 105 mm

Folga entre o tubo e a munição gap 0,25 x 10-3 m

Massa da munição Mm 5,67204 kg

Módulo de elasticidade do projétil E 200 GPa

Massa específica ρ 7 g/cm3

Poison ν 0.3

Módulo de Elasticidade da Cinta de 
Forçamento ECF 110 GPa

Densidade da Cinta de Forçamento ρCF 3,5 g/cm3

Coeficiente de Atrito entre a cinta de 
forçamento e o tubo μ 0,13

Momento de Inércia na direção x Jxm 0,0030909 kgm2

Momento de Inércia na direção y Jym 0,0482886 kgm2

Momento de Inércia na direção z Jzm 0,0482886 kgm2

Fonte:[8,7,11].

O modelo geométrico da arma [10] é reportado na Fig. 2, 
representando um canhão 105 mm com alma lisa e com folga 
de 0,25 mm [8] entre o projétil e o tubo do canhão. 

O tubo é considerado engastado em uma extremidade e 
livre na outra, não sendo levado em conta o recuo da arma.

Fig. 2 - Geometria da arma dimensões em milímetros.

A geometria utilizada para o modelo do projétil é apre-
sentada na Fig. 3, sendo o raio do projétil 52,5 mm, utilizados 
no modelo da cinta de turgência e para cinta obturadora, o 
mesmo raio interno do tubo. Os contatos entre o projétil e a 
arma foram definidos com uma formulação do tipo penalida-
de com uma tolerância de penetração de 0,01 mm. É utiliza-
do um coeficiente de atrito dinâmico de 0,13, entre a cinta de 
obturação e o tubo [11].

Fig. 3 - Geometria do Projétil. (Dimensões em mm). Fonte:[8].

3. Modelo Matemático
Nesta seção é apresentada a formulação matemática para 

os corpos flexíveis (arma e cinta de forçamento) e para os 
corpos rígidos (projétil e cinta de turgência), com suas res-
pectivas condições de contorno. Também é apresentado o 
modelo de contato entre a arma e a cinta de forçamento e 
entre a arma e a cinta de turgência.

Para os corpos flexíveis (cinta de forçamento e a arma) 
são utilizadas as Eqs. 1 a 3.

Onde
 fi

B  é o vetor de forças de corpo,
σ é o tensor de tensões,
ui é o vetor deslocamento,
 ε é a matriz de deformações,
 E é o módulo de Young, 
 ν é o coeficiente de Poisson.
Sendo δij=0 quando i≠j, e δij=1 quando i=j.
Para arma são utilizadas as condições de contorno apre-

sentadas nas Eqs. 4 a 5, ilustradas pela Fig. 4:

Fig. 4 - Modelo da arma para condições de contorno.

ui (x)=0,                   x∈S1;     i,j=1,2,3		  (4)

σji nj=fi
S=0,  x∈ (S2  US3) ;      i,j=1,2,3		  (5)

A condição de contorno apresentada na Eq. 5, só será uti-
lizada para toda a superfície S3 quando não houver o contato 
entre a cinta de turgência e a arma. O mesmo procedimento 
se aplica à cinta de forçamento e a arma. Quando houver con-
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tato nesta região ou em parte dela, estas condições de contor-
no não serão aplicadas na região de contato em vez disso os 
esforços devido ao contato serão computados.

As condições de contorno para a cinta de forçamento são 
apresentadas nas Eqs. 6 e 7 conforme ilustrado na Fig. 5.

uCF (x) – up ( x) = 0 ,   x ∈ Γa;			   (6)

σji nj=fi
S = 0, x ∈ Γb  e x ∈ Γd ;      i, j=1,2,3

Para a superfície Γd, esta equação só é válida quando não 
houver contato.

uCF (x)  é o vetor deslocamento da cinta de forçamento na 
posição x,

uP (x)  é o vetor deslocamento do projétil na posição x.

Fig. 5 - Modelo da cinta de forçamento para condições de 
contorno.

Para formulação do contato normal, é necessário encon-
trar os pontos de menor distância entre as superfícies que 
poderão entrar em contato. O caso apresentado na Fig. 6 é 
entre a arma e a cinta de turgência, embora este conceito seja 
utilizado em todos os contatos deste trabalho.

Fig. 6 - Modelo de contato para arma e cinta de turgência.

A Eq. 8 tem como objetivo encontrar o ponto xc locali-
zado na superfície da cinta de turgência, tal que, ele seja a 
menor distância do ponto x localizado na superfície da arma.

φ(ξc ) = (x – xC (ξc))
T et (ξc) = 0   		 (8)

 φ é a função de busca de contato,
x é o vetor posição de um ponto na superfície da arma, xC 
é o vetor posição de um ponto na superfície da cinta de 
turgência,
et é o vetor unitário tangente à superfície da arma,
O contato normal deve satisfazer as seguintes condições [12]:

a) condição de impenetrabilidade,

uT en+gn ≥ 0 					       (9)
gn= (x – xc (ξc ))

T en (ξc ) ≥ 0,             x∈ Γc	 (10)

u é o vetor deslocamento,
gn é a função de folga normal,
en é o vetor unitário normal a superfície da arma.

b) a tensão devido à força de contato deve ser positiva,

 	 σn ≥ 0,             x∈Γc			   (11)

c) a condição de consistência,

	 σn (uT en+gn)≥0				    (12)
  
Esta condição indica que, quando os pontos x e xc estão em 

contato, a diferença entre eles é zero. Nesta situação temos  σn 
≠ 0, e, quando eles estão afastados, não há contato, então σn = 0.

A mesma formulação, apresentada nas Eqs. 8 até 12, é utili-
zada para obter a região de contato utilizando o ponto x na cinta 
de turgência e o ponto xc na arma, sendo os eixos normal, en, e 
tangencial, et, à superfície da cinta de turgência.

Para o contato entre a arma e a cinta de forçamento também 
são utilizadas as Eqs. 8 a 12, utilizando a arma como a super-
fície cuja direção normal ao ponto x é en, depois utilizando a 
superfície da cinta de forçamento como a superfície cuja normal 
é utilizada para medir a menor distância entre as superfícies de 
contato.

O contato tangencial, entre a cinta de forçamento e a arma, 
deve obedecer às seguintes condições consideradas nas Eqs. 13 
a 15 [12]:

a) condição de não escorregamento,

ft – μ fn < 0,      urel = 0 				    (13)

b) condição de escorregamento,

ft– μ fn = 0	 urel > 0		  		  (14)

c) condição de consistência,

urel  ( ft = μ fn ) = 0	 urel > 0	 		  (15)

Onde 
fn é o vetor de força de contato normal,
ft é o vetor de força tangencial,
urel é o deslocamento relativo entre as duas superfícies na 

direção tangencial,
u é o coeficiente de atrito entre as superfícieis.
A formulação para os corpos rígidos, projétil e cinta de tur-

gência, é apresentada nas Eqs. 16 a 20, e ilustrada na Fig. 7.

				    (16)

IFj é o vetor de forças  no sistema de referência inercial 
nas direções j=1,2,3,

mI é a matriz de massa,
ia é a aceleração do centro de massa do projétil no sistema 

inercial.

		  (17)
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Iω
 é a velocidade angular do projétil no sistema inercial,

rAB é a distância entre os pontos A e B medida no sistema inercial,
 IVrel é a velocidade relativa entre os pontos A e B no 

sistema inercial,
Iarel é a aceleração relativa entre A e B no sistema inercial.
Como o corpo é rígido e não há variação da distância entre 

os pontos A e B, os dois últimos termos da equação são nulos.

Fig. 7- Modelo para equacionamento do Projétil.

		  (18)

		  (19)

FP é o vetor de força devido à pressão,
FB é o vetor de força devido à gravidade,
Freação vetor de força de reação entre o projétil e a 

cinta de forçamento,
Fcont é o vetor de força de contato entre o tubo e a 

cinta de turgência.
Segundo a equação de variação da quantidade de 

movimento angular, temos:

		  (20)
 

BnMAi momentos provocados pelas forças externas e de 
reação,

BnIA é o tensor de inércia do corpo, calculado em relação 
ao ponto A no sistema móvel Bn,

d
dt  (Bnω)

 é a derivada do vetor velocidade angular absoluta 
do corpo no sistema móvel Bn,

 Bn
 Ω é o vetor aceleração angular absoluta na base Bn,

m é a massa total do corpo,
 BnρA

* é o vetor posição do ponto A até o centro de massa 
do corpo,

BnaA é a aceleração linear absoluta do ponto A na base 
móvel Bn.

4. Solução Numérica
Aplicando o princípio dos trabalhos virtuais na equação 

de equilíbrio estático, Eq. 21, e utilizando o teorema do di-
vergente, obtemos a Eq. 22 [12].

		  fi
B+σij,j=0			   (21)

		  (22)

 fi
B      são as forças de volume na direção i,

 fi
S são as forças de superfíficie na direção i,

δdS,δdi são os vetores de deslocamentos vituais,
δ ε é o vetor de deformações vituais.
Aplicando o princípio de D’Alambert pode-se generali-

zar a Eq. 22 para a análise dinâmica, considerando os efeitos 
de inércia como forças de volume adicionais, Eq. 23. Pode-se 
obter a equação de equilíbrio dinâmico, considerando tam-
bém os esforços localizados, Eq. 24.

		  fi = ρüi				    (23)

Sendo ρ a massa específica e  a aceleração.

		  (24)

Aplicando o método de elementos finitos, dentro de cada 
elemento, a solução será aproximada na forma de polinômio, 
conforme Eq. 25.

		  (25)

Tal que:
u é o deslocamento em qualquer ponto do elemento,
U é o vetor de três componentes de deslocamentos no-

dais, Ui, Vi, Wi, de nós da malha de elementos,
 é a função de interpolação de deslocamento do nó I,
n é o número de nós do elemento.
A função de interpolação para o elemento tridimensional 

é apresentada nas Eqs. 26 e 27.

hI (x,y,z)= lI (ξ).lI (η).lI (ζ)			   (26)

      (27)

 lI(r) é o polinômio de Lagrange da variável r, utilizado 
para obter a função de interpolação do nó I de um elemento,

 ξ,η e ζ são as coordenadas naturais do sistema parame-
trizado.

A matriz H do elemento pode ser obtida através da Eq. 
28.

    (28)

A relação de deformação e deslocamento é obtida pela 
Eq. 29 que relaciona o deslocamento nodal com a deforma-
ção do elemento através da matriz B.

 		  (29)
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	   (30)

Onde B é a matriz de deslocamento-deformação obtida 
pela derivada da matriz H conforme apresentado na Eq. 30.

As tensões são relacionadas com as deformações através 
da Eq. 31.

		  σ=C ε+σI(m)			   (31)

σ é o tensor de tensões do elemento,
C é a matriz de elasticidade,
 σI(m)  é a tensão inicial no elemento m.
Considerando que a Eq. 22 é válida dentro de cada ele-

mento, pode-se obter a equação para todos os elementos por 
meio do somatório das equações de equilíbrio para cada ele-
mento conforme apresentado na Eq. 34. Considerando que os 
deslocamentos e deformações virtuais assumem as mesmas 
aproximações que as Eqs. 25 e 29, temos:

		  			   (32)

		  		  (33)
		

Substituindo as Eqs. 25, 29, 32 e 33 na Eq. 24, temos:

	 (34)

Simplificando obtem-se a seguinte forma:

MU ̈+KU=R					     (35)

R=RB+RS+RI+RC  				    (36)

				    (37a)

				    (37b)

				    (37c)

					    (37d)

				    (37e)

				    (37f)

M é a matriz de massa do sistema global,
K é a matriz de rigidez do sistema global,
RB é o vetor de força de corpo do sistema global,
RS é o vetor de força de superfície do sistema global,
RI é o vetor de força correspondente as tensões iniciais,
Rc é a força nodal concentrada.
As integrais obtidas nas equações acima são resolvidas 

empregando um método de integração numérica, e neste tra-
balho é utilizado o método de quadratura de Gauss para um 
sistema parametrizado transformando estas integrais em um 
somatório, através de pesos e pontos de integração. A aproxi-
mação da integral no caso tridimensional já parametrizada é 
apresentada na Eq. 38.

	 (38)

Tal que:
ξi, ηj e ζk, são os valores dos pontos de integração nas 

direções i, j e k,
ωi, ωj e ωk são os pesos nas direções i, j e k.
NG é a quantidade de pontos de Gauss para cada direção.

4.1 Análise estática

Esta análise é utilizada para obter a deformação do tubo 
antes do disparo, conforme apresentado na Eq. 22. Utilizan-
do as Eqs. 25 e 29, obtemos a Eq. 39, onde R e K são dados 
pelas Eqs. 36 e 37.

	 K U=R					     (39)

4.2 Integração no tempo

Face às escalas temporais associadas aos fenômenos de 
balística interna, um esquema explícito de integração no tem-
po foi adotado. Ademais, para que o problema possa ser re-
solvido de forma desacoplada, ele deve satisfazer às seguin-
tes condições: a matriz de amortecimento do sistema deve ser 
negligenciada; e a matriz de massa deve ser diagonal.

Desta forma, são obtidos os coeficientes da matriz de 
massa consistente do elemento, Mii e, em seguida, é calcula-
da a massa do elemento, Me.

				   (40)

				    (41)

Com isso são obtidos os valores de mii que são os coefi-
cientes da diagonal principal da matriz de massa diagonali-
zada.

				    (42)

O método de diferenças centradas é apresentado nas Eqs. 
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43 e 44, sendo o erro de aproximação da ordem de Δt2 [12].

				   (43)

				    (44)

Considerando a Eq. 35 no tempo t tem-se:

MÜt+KUt=Rt					     (45)

Para determinação de Ut+Δt é necessário ter os valores de 
Ut  e Ut–Δt . Para t=0 o valor de U0 e Ü0 são conhecidos e Ü0 
pode ser calculado pela Eq. 45.

Para calcular U–Δt deve-se utilizar a Eq. 47.

		  (46)

			   (47)

Com os deslocamentos calculados, podem-se obter as 
acelerações e velocidades por meio das Eqs. 43 e 44.

4.3 Estabilidade da solução

Para garantir estabilidade e precisão da solução, o tama-
nho do passo de tempo utilizado na integração explicita no 
tempo é limitado pela condição de Courant-Friedrichs-Levy. 
[12].

Então, o critério de passo de tempo para que a solução 
seja estável é apresentado na Eq. 48.

				    (48)

Onde Δt é o incremento de tempo, f é o fator de estabi-
lidade do passo de tempo, Le é a dimensão característica de 
um elemento e c é a velocidade do som local no material em 
um elemento.

					     (49)

Tal que, ve é o volume do elemento e  é a área do maior 
lado do elemento e a velocidade do som pode ser expressa 
por

				    (50)

Na Eq. 50, E é o módulo de Young,  é a razão de Poisson 
e  a massa específica.

4.4 Escolha do material

Ao utilizar o material rígido para o projétil ou para o tubo 
são desconsideradas as deformações dos elementos da sua 
malha, isto é, não há deslocamento relativo entre os nós dos 
elementos. Todos os graus de liberdade dos nós no corpo são 
acoplados com o centro de massa do corpo. Consequente-

mente, eles têm somente seis graus de liberdade desconside-
rando o número de nós que o definem. As propriedades, tais 
como, massa, e a inércia do projétil são definidas no centro 
de massa do corpo.

O elemento que recebe o material rígido não é utilizado 
para o cálculo do passo de tempo, porém para o cálculo da 
rigidez do contato suas propriedades serão utilizadas caso 
haja contato.

O material flexível é utilizado para o tubo e para a cinta 
de forçamento; neste caso os graus de liberdade dependerão 
do elemento escolhido, obtendo a quantidade total através 
dos nós da malha.

4.5 Escolha do elemento e estudo da malha

Neste trabalho todos os elementos são sólidos, hexaédri-
cos ou tetraédricos. Para os corpos rígidos, tubo e cinta de 
turgência, considerou-se elemento sólido tipo 1, hexaédrico 
linear com um ponto de integração. Para o projétil é conside-
rado o elemento tipo 13, tetraédrico, também linear, devido 
ao carregamento de pressão.

Para os corpos considerados flexíveis, é utilizado o ele-
mento sólido tipo 3 que tem polinômio interpolador quadráti-
co e cada nó com graus de liberdade de translação e rotação.

A convergência da malha de elementos finitos é apresen-
tada na Fig. 8. Isto é feito para que o modelo possa ser capaz 
de simular o comportamento dinâmico da estrutura com pre-
cisão satisfatória e o menor tempo computacional possível.

Fig. 8 - Análise de convergência da malha.

O refinamento da malha se deve ao pequeno deslocamen-
to do projétil nas direções lateral e vertical devido à folga 
entre o tubo e o projétil. Para obter o tamanho do elemen-
to, foi considerado o passo de tempo utilizado no cálculo 
de cada iteração. Além disso, também foi considerada uma 
malha compatível com a geometria dos corpos, sendo possí-
vel detectar a penetração, que deve ser considerada pequena 
comparada à folga.

No caso mais simples, onde a deformação pode ser des-
prezada, utiliza-se o elemento menos custoso computacio-
nalmente, com interpolação linear.

Optou-se por utilizar funções de interpolação quadrática, 
para obter um modelo com menos elementos para os corpos 
flexíveis (tubo e cinta de forçamento).

4.5 Tipos de contato

Os contatos podem ser na direção normal e/ou tangencial. 
O contato normal é utilizado para avaliar quando ocorre pe-
netração entre dois corpos e o contato tangencial é utilizado 
quando ocorre atrito entre os corpos. Não é objeto de estudo 
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deste trabalho obter o comportamento e esforços no início do 
disparo. Logo, será levado em conta apenas o atrito dinâmico 
entre os corpos.

O método de penalidade é o algoritmo de contato mais 
utilizado e consiste na verificação da penetração do nó do 
corpo 1 através de uma superfície, corpo 2. Se o nó do corpo 
1 não penetrar, nada é feito. Se o nó penetrar uma força de 
interface é aplicada entre o nó do corpo 1 e o seu ponto de 
contato. A magnitude desta força é proporcional à profundi-
dade de penetração e a rigidez do contato, sendo o mesmo 
princípio de uma mola sobre pressão. A Fig. 9 ilustra este 
comportamento [12, 13].

Fig. 9 - Ilustração do contato quando uma superfície penetra 
em outra e gera uma força de repulsão.

Neste trabalho, o elemento utilizado é o elemento sóli-
do. A sua formulação de contato utilizada pelo LS-DYNA 
[13,14] é o

				    (49) 

Onde lsfac é o fator de escala global, sf é o fator de escala 
local, K é o modulo volumétrico ou “bulk modulus”, A é o 
segmento de área e V é o volume do elemento.

5. Resultados
As condições iniciais e o material são apresentados na 

TAB. 3. Nesta tabela, a letra A considera o tubo rígido e a 
letra B o tubo flexível enquanto os números 1 e 2 identificam 
a ocorrência ou não de desvios do centro de massa.

Tabela 3: Estudo de casos e condições iniciais.
CASOS 1A 1B 2A 2B

Tubo rígido flexível rígido flexível 

Desvio de CM vertical 
(mm) 0 0 -0,26 -0,26

5.1 Caso 1

Na Fig. 10 é apresentado o deslocamento do centro de 
massa (CM) do projétil com tubo rígido (caso 1A, indicado 
na Tab. 3) e com tubo flexível (caso 1B, indicado na Tab.3), 
ambos com projétil sem desvio do centro de massa. 

Com o tubo rígido, o centro de massa do projétil se des-
loca para baixo até o projétil entrar em contato com o tubo e 
ter sua trajetória modificada. Observa-se apenas uma colisão 
do projétil com o tubo. Por outro lado, com o tubo flexível, 
o projétil passa a ter uma trajetória curvilínea onde é gerada 
uma força centrípeta que o impulsiona para fora da curva, 
causando assim o batimento na parte superior interna do 
tubo. Neste caso projétil colidiu com o tubo duas vezes, em 
4,6 ms e 5,9 ms.

Figura 10 - Deslocamento do CM do projétil direção Y.

A Fig. 11 apresenta o deslocamento do CM do projétil na 
direção z. Observa-se um maior desvio na direção z para o 
tubo flexível em comparação com o tubo rígido. 

Fig. 11 - Deslocamento do CM do projétil na direção Z.

As Figs. 12 e 13 mostram como variam os ângulos de 
arfagem e deriva que revelam a orientação do projétil ao lon-
go do tempo e em especial o ângulo que o projétil faz com a 
linha de centro do tubo ao final da balística interna.

Fig. 12 - Arfagem do projétil.

Fig. 13 - Deriva do projétil.

5.2 Caso 2

Na Fig. 14 observa-se que ao deslocar o CM do projétil, 
na condição inicial, ele passa a entrar em contato mais rapi-
damente com o tubo e tem sua frequência de batimento au-
mentada. Isto se deve ao momento provocado pela força, que 
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é originada da pressão dos gases. Esta força está localizada 
no centro geométrico da parte traseira do projétil. Como o 
momento é dependente da distância entre o centro geomé-
trico e o centro de massa, um pequeno desvio causará um 
momento capaz de modificar a trajetória do projétil. Por esta 
mesma razão, o primeiro contato é obtido em 1,93 ms e no 
primeiro caso, onde o projétil não tem o seu centro de massa 
deslocado, o primeiro contato se dá em 4,8 ms. A amplitude e 
período de batimento aumentam devido à aceleração do pro-
jétil. A frequência de batimento não é constante ao longo do 
tubo e varia de 1333 Hz a 1000 Hz.

Fig. 14 - Deslocamento do CM do projétil na direção Y.

Ao compararmos o tubo flexível com o rígido verifica-
mos que o batimento sofre um decréscimo na sua amplitu-
de caracterizando um tipo de amortecimento, isto é parte da 
energia transmitida no impacto é absorvida pelo tubo, através 
da sua deformação a cada impacto.

É importante observar que o projétil passa a ter um 
aumento da amplitude de deslocamento quando está próximo 
da boca do tubo em aproximadamente 6,2 ms. Isto se deve ao 
movimento da boca do tubo, interagindo com o projétil que 
se movimenta em direção oposta. Sendo assim, parte desta 
energia é transferida para projétil, movimentando ele para 
cima.

Embora a amplitude seja muito pequena, podendo ser 
desprezível, o deslocamento na direção z nos informa que 
o projétil colide com a parte interna do tubo tanto na região 
negativa, em aproximadamente 2 ms, quanto que na positiva, 
nos pontos de picos, conforme apresentado na Fig. 15.

Fig. 15 - Deslocamento do C.M do projétil na direção Z.

As Figs. 16 e 17 apresentam como os ângulos de arfagem 

e deriva variam até sair do tubo. Eles são importantes para 
verificação da posição do projétil ao sair do tubo.

Fig. 16 - Rotação do projétil na direção Z.

Fig. 17 - Rotação do projétil na direção Y.

6. Conclusões
O presente trabalho se dedica a dinâmica da iteração tu-

bo-projétil, investigando os efeitos da flexibilidade do tubo 
da arma; o deslocamento da boca do tubo e o deslocamento 
do centro de massa do projétil.

Os resultados indicam que a flexibilidade do tubo aumen-
ta a frequência do batimento, porém diminui a amplitude do 
deslocamento do centro de massa do projétil, bem como sua 
rotação. O tubo flexível dissipa a energia do choque entre o 
projétil e o tubo, atuando como um amortecedor do movi-
mento do projétil.

O deslocamento da boca do tubo interfere na condição 
de lançamento do projétil, sendo relevante para o início da 
balística externa. Portanto, o batimento e o deslocamento da 
boca do tubo estão associados à precisão e à acurácia do tiro.

O desbalanceamento de massa do projétil na direção 
vertical provocou um aumento na frequência de batimento, 
promovendo um movimento vertical predominante, sendo 
desprezíveis os movimentos laterais. Ademais, o desbalance-
amento de massa resultou ainda na diminuição do ângulo de 
guinada. O aumento da frequência de batimento pode provo-
car deslocamentos significativos na boca do tubo que podem 
causar alterações da trajetória próxima à boca do tubo.

Conclui-se finalmente que a simulação numérica da ite-
ração tubo-projétil é uma ferramenta relevante para a com-
preensão dos fenômenos da iteração tubo-projétil durante a 
balística interna.
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