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RESUMO: Neste artigo o problema de localização de alvos 
baseados apenas em marcações é investigado para o caso 
no qual se presume que as posições dos observadores são 
conhecidas, exatamente ou sujeitas a erros de posicionamento. 
Os desempenhos dos algoritmos de localização de emissores 
eletromagnéticos são comparados em alguns cenários táticos 
navais. Com o intuito de estimar a posição do alvo, são utilizadas 
apenas as medidas de ângulo de chegada, ou marcação, do 
sinal transmitido do alvo para o observador. Presume-se que não 
apenas as medidas de marcação são corrompidas por ruído mas 
também a posição exata do observador pode não ser conhecida, 
os erros de posicionamento sendo modelados como ruído aditivo 
branco. As simulações, com a finalidade de estimar a posição de 
um alvo fixo no mar, são realizadas com a utilização dos algoritmos 
Mínimos Quadrados (Least Squares - LS), Mínimos Quadrados 
Total (Total Least Squares - TLS), Transformada de Hough 
Generalizada (Generalized Hough Transform - GHT), Filtro de 
Kalman Sem Rasto (Unscented Kalman Filter - UKF) e Minimax. 
Considera-se que as medidas de ângulos de chegada são feitas 
por aeronaves tripuladas ou não tripuladas em missões de 
patrulha. Adicionalmente, este artigo apresenta uma interpretação 
geométrica para alguns desses algoritmos. 
PALAVRAS-CHAVE: Localização de emissores. Ângulos de 
chegada. Least squares. Generalized Hough Transform. Filtro de 
Kalman.

ABSTRACT: In this paper the problem of bearing-only target lo-
calization is investigated for the case where observer positions are 
assumed known, exactly or subject to positioning errors. The per-
formances of electromagnetic emitter location algorithms are com-
pared in a few given specific naval tactical scenarios. In order to 
estimate the target position, only angle of arrival measurements, or 
bearings, of the transmitted signal from the target to the observers, 
are used. It is assumed that not only bearing measurements are 
corrupted by noise but also that the exact position of the observer 
may not be known, with positioning errors being modeled as addi-
tive white noise. The simulations, with the purpose of estimating 
the position of a fixed target at sea, are carried out using algorithms 
Least Squares (LS), Total Least Squares (TLS), Generalized Hough 
Transform (GHT), Unscented Kalman Filter (UKF) and Minimax. 
Angle of arrival measurements are assumedly obtained by manned 
or unmanned aircrafts on patrol missions. Additionally, this paper 
presents a geometric interpretation for some of the algorithms.

KEYWORDS: Target location. Angle of arrival. Least squares. 
Generalized Hough Transform. Kalman Filter.

	

1. Introdução
A localização de fontes de RF é de extrema importância 

em aplicações tanto civis quanto militares, como por exem-
plo, em comunicações, guerra eletrônica, vigilância, locali-
zação e supressão de interferências. Devido ao interesse cada 
vez maior dos pesquisadores por esta área, há diversos traba-
lhos na literatura sobre este tema [1].

Com o auxílio do método de triangulação, a estimação da 
localização de alvos é obtida pelo ponto de intersecção das 
linhas de marcação medidas pelo observador em diferentes 
posições. Na ausência de erros nas medidas, a intersecção 
das linhas ocorre em um único ponto; na presença de erros 
nas medidas de marcação e posição do observador, uma so-
lução ótima para a triangulação é obtida através de métodos 
estatísticos [2].

Uma grande parte dos trabalhos científicos presentes na 
literatura é baseada na assunção de que a posição exata do 
observador está disponível, como em um dos primeiros tra-
balhos realizados para a localização de alvos em [3], onde o 
autor apresentou o estimador weighted least squares (WLS). 
Em [4] foi proposto o algoritmo total least squares (TLS). 
Os estimadores maximum likelihood (ML), least squares e 
weighted least squares foram comparados em [5]. Uma pu-
blicação onde o filtro de Kalman é utilizado com o propósito 
de localizar alvos está em [6]. Outro algoritmo de localização 
de emissores foi apresentado em [7]-[10], o qual é basea-
do na transformada de Hough e permite que tipos diferentes 
de dados, tais como, ângulo de chegada, diferença do tempo 
de chegada e diferença da frequência de chegada, possam 

ser fundidos, melhorando a precisão da localização do alvo. 
Uma análise da acurácia na localização de um radiotransmis-
sor em um ambiente urbano foi proposto em [11]. Há estudos 
que levam em consideração as incertezas na posição do ob-
servador, como em [2] onde os algoritmos TLS e ML tiveram 
seus desempenhos comparados. Erros na posição do observa-
dor foram também levados em consideração na comparação 
dos algoritmos ML, LS, TLS e weighted total least squares 
(WTLS) em [12].  

  Neste trabalho, os desempenhos dos algoritmos Míni-
mos Quadrados (Least Squares - LS), Mínimos Quadrados 
Total (Total Least Squares - TLS), do algoritmo baseado na 
Transformada de Hough Generalizada (Generalized Hough 
Transform - GHT), Filtro de Kalman Sem Rasto (Unscented 
Kalman Filter - UKF) e do algoritmo aqui designado Mini-
max são analisados. Estes algoritmos utilizam as medidas de 
marcação do sinal transmitido do alvo para o observador para 
estimar a posição do alvo. Esses parâmetros foram escolhi-
dos porque os equipamentos de guerra eletrônica utilizados 
na Marinha do Brasil, como o equipamento MAGE (Medidas 
de Apoio à Guerra Eletrônica), fornecem tais medidas. Os ce-
nários consistem de um alvo fixo no mar; as medidas de mar-
cação são feitas por navios ou aeronaves tripuladas ou não. É 
assumido que as medidas de marcação do alvo e da posição 
do observador são corrompidas com ruído. Adicionalmente, 
este trabalho apresenta uma interpretação geométrica para al-
guns destes algoritmos, assim como uma nova função custo 
para o algoritmo LS que não necessita de nenhum tipo de 
aproximação para encontrar sua expressão final.
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2. Geometria do problema
A geometria de localização do alvo em duas dimensões 

é apresentada na Fig. 1. Assume-se neste trabalho que ape-
nas medidas de marcação são utilizadas na localização de um 
alvo. Seja a=[a_x,a_y]T as coordenadas a serem estimadas do 
alvo estacionário. O observador coleta as medidas de marca-
ção em L pontos distintos, cujas coordenadas são representa-
das por pi = [ pxi 

,pyi
]T.

Fig. 1: Geometria da localização de alvos em duas dimensões.

A relação entre o ângulo de marcação, a posição do alvo 
e as posições do observador na ausência de ruído é dada pela 
equação não linear a seguir:

	 			   (1)

É assumido neste trabalho que as medidas de marcação 
possuem erros modelados por ruído aditivo

θi= θi+ni,        ni  ~ N(0,σi
2 )				    (2)

onde ni é uma variável aleatória Gaussiana com média 
zero e variância σi

2 .
Assume-se que as medidas das posições do observador 

também estão sujeitas a ruído:

p i= pi+ ni,        ni  ~ N(0,C)			   (3)

onde C é matriz de covariância e os erros nas coordenadas 
x e y são independentes.

3. Algoritmos de localização 
Nesta seção, são apresentados algoritmos que utilizam 

somente medidas de marcação para localizar emissores.

3.1 Algoritmo LS

Também conhecido como estimador de Stansfield [3], 
este algoritmo minimiza uma função objetivo que é a soma 
dos quadrados das distâncias entre um ponto no plano e as 
retas representativas das marcações medidas pelo observa-
dor. Nas referências [2] e [5], a função custo deste algorit-
mo é apresentada como soma dos quadrados dos erros das 
medidas dos ângulos de marcação, que requer uma apro-
ximação do tipo . A interpretação geo-
métrica proposta em [13] é precisa por não necessitar de tal 
aproximação. A Fig. 2. ilustra o cenário onde  medidas de 
marcação são realizadas. 

O módulo da distância entre a localização a ser estimada 
e cada reta representando uma dada marcação pode ser ex-

pressa por:

onde ui=[cosθ_i, senθ_i]T é um vetor unitário na reta ri , ou 
seja, |ui | = 1. O vetor a=[ax,ay]T possui as coordenadas a se-
rem estimadas do alvo estacionário, pi = [pxi, pyi]

T  é um vetor 
com as coordenadas do observador em i = 1, 2,..., L pontos 
distintos “x” e  indica produto vetorial. Sendo assim, tem-se:

|di |=|(ax– pxi
) senθ i– (ay – pyi

) cosθi |
di = (ax – pxi

) senθi – (ay – pyi
) cosθi

di = [(ax – pxi
), (ay– pyi

)] [senθi, – cosθ_i]T

Figura 2: Localização do emissor utilizando medidas de marcação.

Considerando que u ̅i=[senθi,- cosθi]
T, tem-se:

		         di = (a–pi)
T u ̅i

		              di = u ̅i 
T (a–pi) 

Logo, o vetor distância [d1, d2 , ..., dL] 
T  é dado por:

		  d = u ̅a–p ̅ T 			   (5)
 sendo que,
		  U ̅ = [u ̅1 , u ̅2 ..., , u ̅L e p ̅ = [u ̅1 

T p1, u ̅2 
T p2 ,..., u ̅L 

T pL]

A função objetivo “ζ”, ou custo, de acordo com [13] é 
representada pela soma dos quadrados das distâncias entre o 
ponto a ser estimado e as retas que representam as marcações 
medidas pelo observador, sendo dada pela equação:

			   	 (6)

Considerando a Equação (6), tem-se que:

ζ=dT d=(U ̅a–p ̅ )T (U ̅a– p ̅ )

Em seguida, calculando o gradiente da função custo em re-
lação ao vetor a e igualando o resultado ao vetor nulo, V ̅a ζ = 0, 
encontra-se a solução LS:

	 âLS=(U ̅ T U ̅ )-1U ̅ T p ̅ 			   (7)

3.2 Algoritmo TLS
Em [4], o algoritmo TLS foi proposto com o objetivo de 

estimar a posição de emissores eletromagnéticos. Ele teve 
seu desempenho comparado ao ML em [2], inclusive levan-
do-se em consideração os erros nas posições dos observa-
dores. Como também, erros nas posições dos observadores x

 ~
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foram considerados na comparação dos algoritmos ML, LS, 
TLS e WTLS em [12]. O TLS realizou a localização de emis-
sores utilizando medidas de TDOA em [14].  

De acordo com [15], o TLS considera que os erros das 
medidas de marcação, assim como, da posição do observador 
afetam a matriz A e o vetor b apresentados abaixo. A solução 
TLS para o problema de localização do emissor é dada por:

âTLS = (AT A –σS
2 I)-1 AT b			  	 (8)

onde σS
2 é o menor valor singular da matriz [ A, b]

	

3.3 Algoritmo GHT
A estimativa da posição do emissor pode ser obtida atra-

vés de um algoritmo baseado na transformada de Hough 
[16]. A GHT é uma transformação matemática que mapeia 
pontos do espaço de características (Feature Space - FS), ou 
entrada, em curvas no espaço de parâmetros (Parameter Spa-
ce - PS). O algoritmo calcula a posição estimada realizando 
os seguintes passos [7]-[10]: 

1) Cria-se uma tabela fixa, ou grade, com os parâmetros 
(x,y) que precisam ser estimados.

2) Em cada ponto da tabela a probabilidade condicional é 
avaliada, p(x, y | β ), dada a medida β . O resultado é acu-
mulado na matriz A: 

      	

onde βl é a l-ésima medida de um total de L.
3) A estimativa é tomada como a posição da tabela cor-

respondente ao pico da probabilidade acumulada.  
A aplicação deste algoritmo com medidas de ângulos de 
chegada, e assumindo que os erros nas medidas dos mes-
mos são Gaussianos, a matriz acumulada é dada por:
 

	 		  (9)

onde θi  é ângulo medido pelo i-ésimo receptor,   
é o ângulo calculado pelo i-ésimo receptor no ponto (xi , yi) ao 
ponto (x, y) e σθi

 ) é o desvio padrão dos erros das medidas 
dos ângulos para cada receptor.

O espaço de busca é dividido em uma grade regular e 
(x, y) é restrito a estar em um destes pontos; a probabilidade 
condicional é avaliada em cada um destes pontos da grade.

3.4 Algoritmo Minimax
Em [13] foi apresentado o algoritmo que estima a posi-

ção do alvo minimizando-se as distâncias máximas entre os 
possíveis pontos de localização do alvo e as retas que repre-
sentam as marcações medidas pelo observador, desta forma, 
é encontrada a solução minimax. Uma abordagem mais apro-
fundada sobre a solução minimax pode ser encontrada em 

[17]-[21]. Para o desenvolvimento deste algoritmo, utiliza-se 
a rotina “fminimax” do software MATLAB®.

Uma interpretação geométrica para este algoritmo pode 
ser obtida para o caso em que três medidas de marcação es-
tão disponíveis. A posição do alvo estimada, neste caso, é o 
incentro do triângulo formado pelas três medidas. O incentro 
é o ponto em que as três bissetrizes do triângulo se cruzam, e 
fica à mesma distância de todos os lados do mesmo, confor-
me representado na Fig. 3.

Fig. 3: Interpretação geométrica para o algoritmo Minimax.

3.5 Algoritmo UKF
A localização do emissor pode ser estimada também atra-

vés de um algoritmo recursivo como o UKF, que foi primeiro 
proposto por [22]. Este algoritmo de estimação de estado foi 
projetado para aplicações não lineares. A ideia básica dele 
consiste em gerar um número fixo de pontos de teste, ou pon-
tos sigma, de tal modo que a sua distribuição tenha média e 
covariância iguais à estimativa do estado atual. Em seguida, 
estes pontos são propagados através da função não linear e 
uma nova média e covariância são calculadas deste conjunto 
de pontos transformados [23]. 

Para o caso onde o ruído do processo e das medidas são 
aditivos, tem-se:

Xk = f (xk-1) + qk-1				    (10)Zk = h (xk ) + rk 

onde Xk = [xk ,yk ]
T ϵ IR 2 é o vetor de estado represen-

tando as coordenadas do emissor, Zk ϵ IR L é o vetor de 
medidas, qk-1~ N (0, Qk-1) é o vetor ruído do processo e 
rk~N (0,Rk ) é o vetor ruído das medidas. O algoritmo cal-
cula a posição estimada conforme descrito a seguir. 

No tempo k, gera-se 2n + 1  pontos sigma, n é dimensão 
do vetor de estado, usando as estimativas a priori do vetor 
de estado, X̂    0 = E(X0)= m, e da matriz de covariância do erro 
de estimação, P ̂  0= E ((X0 – X̂    0 ) (X0 – X̂    0 )

T ) . Cada ponto sig-
ma possui a mesma dimensão do vetor de estado e um peso 
associado.

	 X(0) = m					     (11)

X̂    (i) = m+[√(n+λ)P)]i  ,   i = 1,…,n   		  (12)

X̂    (i) = m - [√(n+λ)P)]i  ,   i = 1,…,n   		  (13)
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O subscrito  no lado direito indica a -ésima coluna da raiz 
quadrada da matriz. Os pesos associados aos pontos são:

		  		  (14)

	 					     (15)

			   (16)

		 (17)

onde  é um parâmetro de es-
cala, α = 10–3, que determina o espalhamento dos pontos 
sigma ao redor de m, k  = 0  é um parâmetro de escala secun-
dário e β é utilizado para incorporar o conhecimento a priori 
da distribuição de x,  β = 2  para distribuição Gaussiana.   

No tempo k + 1, calcula-se a média e covariância predi-
tivas a partir de:

			  (18)

 	 (19)

Nota-se que, como a posição do alvo (estado) é estacio-
nária, tem-se X ̂ (k+1|k)=X ̂ (k).

Em seguida, propaga-se cada ponto sigma através da 
função das medidas não lineares e calcula-se a média ẑ e 
covariância das medidas s e a covariância cruzada ΣXZ entre 
x e z:

				    (20)
 

      			  (21) 
 

	 (22)

	 (23)

Deve-se notar que, para o problema de localização de 
emissores através de medidas de marcação, a função das me-
didas é dada por:

 

			   (24)

onde (xj , yj ) são as coordenadas do receptor durante a j-
-ésima medida de marcação e h(X(i)) = (x(i)), y(i)) é o i-ésimo 
ponto sigma. 

Finalmente, depois de recebido o vetor de medidas de 
marcação no tempo k +1, atualiza-se a média e covariância 
do estado como a seguir:

			  (25)

			   	 (26)

		 (27)

	 (28)

4. Resultado das Simulações
Com o intuito de avaliar o desempenho dos algorit-

mos, realizou-se simulações em quatro cenários comuns 
a todos os algoritmos:  

Cenário 1: Dois receptores móveis e um emissor fixo;
Cenário 2: Um receptor móvel e um emissor fixo;
Cenário 3: Posições dos receptores mais espaçadas entre si; e
Cenário 4: Dois receptores móveis e um emissor móvel.
Nos cenários são consideradas distâncias máximas en-

tre o alvo e o observador de até 100 km. Os observadores/
receptores estão localizados em plataformas áreas se mo-
vendo a 400 m/s e são capazes de medir as marcações de 
um alvo no mar a cada segundo.

4.1 Cenário 1: Dois receptores móveis e um emissor fixo

No cenário apresentado na Fig. 4, duas plataformas aére-
as estão se movendo: o receptor/plataforma 1 segue no sen-
tido norte e o receptor/plataforma 2 segue no sentido leste. 
Elas são capazes de medir as marcações de um alvo esta-
cionário no mar na posição (40 km; 70 km). Considera-se 
inicialmente que as posições exatas das aeronaves são conhe-
cidas e que cada uma delas obteve 10 medidas de marcação 
e o desvio padrão dos erros das medidas é 0,02 radiano (rd). 
Para a inicialização do UKF foi utilizado  km e  

km2.

A Tab. 1 apresenta a média aritmética dos erros RMS (do 
inglês Root Mean Square Error) das estimativas da posição 
do alvo e das posições estimadas para 1000 rodadas inde-
pendentes, em quilômetros. O erro RMS da i-ésima rodada é 
calculado da seguinte forma:

			   ( 2 9 ) 

onde  é a posição estimada e  é a posição ver-
dadeira
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Fig. 4: Cenário para localização de um alvo com medidas de marcação.

Tab. 1: Média dos erros RMS e das posições estimadas para 1000 
simulações

Erro RMS (km) Posição Estimada
(km, km)

TLS 0,8200  (39,9806; 68,8405)

UKF 0,8458 (40,1530; 68,8137)

LS 0,8513 (39,7970; 68,8133)

Minimax 2,3388 (39,7067; 66,7055)

GHT 2,8726 (40,0670; 65,9381)

O algoritmo TLS apresentou um resultado mais preciso 
que os outros quatro. O algoritmo UKF, por sua vez, apresen-
tou um desempenho superior em relação aos algoritmos LS, 
Minimax e GHT; os algoritmos Minimax e GHT apresen-
taram resultados muito próximos, porém com uma pequena 
vantagem para o Minimax. No entanto, os algoritmos TLS, 
UKF e LS são comparáveis em termos de resultados, pois os 
erros de estimativas deles estão muito próximos e na práti-
ca o comprimento dos alvos como navios por exemplo, que 
muitas vezes são maiores que 100 m, é muito maior que a 
diferença apresentada pelo erro RMS dos mesmos.

Deve ser notado que a precisão da posição estimada pelo 
UKF é influenciada pela posição inicial . Se a estimativa ini-
cial da posição do alvo for ruim, a posição estimada pelo UKF 
não será precisa, conforme pode ser observado na Tab. 2.

Tab 2: Erro RMS das estimativas do UKF - 1000 simulações

(km) Erro RMS (km)

(40,5; 70,5) 0,7668

(41; 71) 0,7774

(42; 72) 0,7933

(43; 73) 0,7790

(50; 80) 0,8746

(20; 20) 16,8306

(0; 0) 98,4547

A Fig. 5 apresenta as estimativas da posição do alvo ob-
tidas pelo algoritmo TLS para 50 simulações. De maneira 

semelhante, da Fig. 6 à Fig. 9 estão representadas as estima-
tivas dos algoritmos UKF, LS, Minimax e GHT, respectiva-
mente.

Fig. 5: Estimativas obtidas pelo algoritmo TLS para 50 simulações.

Fig 6: Estimativas obtidas pelo algoritmo UKF para 50 simulações.

Fig 7: Estimativas obtidas pelo algoritmo LS para 50 simulações.
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Fig 8: Estimativas obtidas pelo Minimax para 50 simulações.

Fig 9: Estimativas obtidas pelo algoritmo GHT para 50 simulações.

Na Fig. 10, compara-se o RMSE (Root Mean Square Er-
ror) dos algoritmos propostos em função do ruído na posição 
do observador. As mesmas condições são mantidas, ou seja, 
um total de 20 medidas de marcação são utilizadas e o desvio 
padrão dos erros das medidas é 0,02 rd. Para a inicialização 
do UKF foi utilizado  km e  km2. Observa-se que o RMSE de 
todos os algoritmos aumentou quando o ruído na posição do 
observador é incrementado, degradando o desempenho dos 
mesmos. O TLS apresentou um melhor desempenho em re-
lação aos demais algoritmos, sendo seguido pelos algoritmos 
UKF e LS que apresentaram resultados semelhantes até um 
erro de posição de 0,4 km, a partir deste ponto o algoritmo 
LS superou o UKF. Em seguida, aparece o Minimax que tem 
um desempenho superior em relação ao GHT.

Fig 10: Variação do RMSE em função da incerteza na posição do 
observador.

Incertezas ainda maiores na posição do observador foram 
utilizadas e a variação do RMSE dos algoritmos em função 
do ruído na posição do observador está na Fig. 11. Contudo, 
sendo as posições obtidas por meio de GPS, os valores de 
erro nas mesmas não seriam tão elevados em aplicações re-
ais, sendo da ordem de 5 a 15 metros, ou até menos. O algo-
ritmo LS superou o algoritmo TLS a partir do erro de posição 
de 1,5 km, apresentando um melhor desempenho em relação 
aos demais. O Minimax foi superior ao UKF a partir do erro 
de posição de 3,5 km e o GHT apresentou um pior resultado 
em relação aos algoritmos testados. Na figura é possível ob-
servar que o formato das curvas dos algoritmos TLS e UKF 
são bastante semelhantes, com mudanças de inclinações em 
pontos próximos.

Fig 11: Incremento da incerteza na posição do observador.

4.2 Cenário 2: Um receptor móvel e um emissor fixo

No cenário apresentado na Fig. 12, apenas uma pla-
taforma aérea está se movendo seguindo no sentido norte. 
Ela faz medidas das marcações de um alvo estacionário no 
mar na posição (40 km; 70 km). Considera-se que as posi-
ções exatas da aeronave são conhecidas e que ela obteve 20 
medidas de marcação e o desvio padrão dos erros das me-
didas é 0,02 rd. Para a inicialização do UKF foi utilizado  

 km2, como no cená-
rio anterior.

Fig 12: Cenário com apenas um receptor móvel e um emissor fixo.
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A Tab. 3 apresenta a média aritmética dos erros RMS das 
estimativas da posição do alvo e das posições estimadas para 
1000 rodadas independentes, em quilômetros. Os resultados 
apresentados são menos precisos em relação ao cenário an-
terior. Isso se deve ao fato de todas as medidas de marcação 
estarem muito próximas, causando uma área de incerteza 
maior quando da realização da triangulação com as medidas 
de marcação do alvo. O algoritmo UKF apresentou um re-
sultado mais preciso que os outros quatro. O algoritmo TLS, 
por sua vez, apresentou um desempenho superior em relação 
aos algoritmos LS, Minimax e GHT; os algoritmos Minimax 
e GHT apresentaram resultados muito próximos, porém com 
uma pequena vantagem para o Minimax.

Tab 3: Média dos erros RMS e das posições estimadas para 1000 
simulações

Erro RMS (km) Posição Estimada
(km, km)

TLS 4,2794 (37,1349; 64,6692)

UKF 3,4680 (42,5789; 65,8283)

LS 7,3361 (33,4554; 61,9498)

Minimax 11,6097 (30,6525; 56,5021)

GHT 11,6166 (43,4660; 53,9414)

A Fig. 13 apresenta as estimativas da posição do alvo obti-
das pelo algoritmo UKF para 50 simulações. De maneira seme-
lhante, da Fig. 14 à Fig. 17 estão representadas as estimativas 
dos algoritmos TLS, LS, Minimax e GHT, respectivamente.

Fig 13: Estimativas obtidas pelo algoritmo UKF para 50 simulações.

Fig 14: Estimativas obtidas pelo algoritmo TLS para 50 simulações.

Fig 15: Estimativas obtidas pelo algoritmo LS para 50 simulações.

Fig 16: Estimativas obtidas pelo minimax para 50 simulações.

Fig 17: Estimativas obtidas pelo algoritmo GHT para 50 simulações.
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Fig 18: Variação do RMSE em função da incerteza na posição do 
observador.

Na Fig. 18, compara-se o RMSE dos algoritmos propos-
tos em função do ruído na posição do observador. As mesmas 
condições iniciais foram mantidas, ou seja, um total de 20 
medidas de marcação são utilizadas e o desvio padrão dos 
erros das medidas é 0,02 rd. Para a inicialização do UKF 

foi utilizado . Observa-
-se que o RMSE de todos os algoritmos aumentou quando o 
ruído na posição do observador é incrementada, degradando 
o desempenho dos mesmos. O UKF apresentou um desem-
penho superior em relação aos demais algoritmos até o erro 
de posição de 0,1 km. A partir deste ponto o algoritmo TLS 
superou o UKF. Em seguida, aparece o LS que tem um de-
sempenho superior em relação ao Minimax e GHT, que apre-
sentaram desempenhos semelhantes com pequena vantagem 
para o algoritmo Minimax.

Incertezas ainda maiores na posição do observador foram 
utilizadas e a variação do RMSE dos algoritmos em função do 
ruído na posição do observador está na Fig. 19. O LS superou 
TLS a partir do erro de posição de 1,2 km, apresentando um 
melhor desempenho em relação aos demais. O Minimax foi 
superior aos demais algoritmos a partir do erro de posição de 
1,8 km, seguido pelo GHT. Os algoritmos TLS e o UKF apre-
sentaram os maiores erros RMS a partir do erro de posição 
de 2 km e o formato de suas curvas são bastante semelhantes, 
com mudanças de inclinações em pontos próximos.

Fig 19: Incremento da incerteza na posição do observador.

4.3 Cenário 3: Posições dos receptores mais espaça-
das entre si

No cenário apresentado na Fig. 20, os receptores realiza-
ram medidas de marcação de um alvo estacionário no mar, na 
posição (40 km; 70 km), em posições mais espaçadas entre si, 
quando comparadas em relação aos cenários anteriores. Con-
sidera-se que as posições exatas dos receptores são conheci-
das e que foram obtidas 20 medidas de marcação e o desvio 
padrão dos erros das medidas é 0,02 rd. Para a inicialização 
do UKF foi utilizado  
, como nos cenários anteriores.

Fig. 20: Cenário com grande espaçamento entre as posições dos receptores.

A Tab. 4 apresenta a média aritmética dos erros RMS das 
estimativas da posição do alvo e das posições estimadas para 
1000 rodadas independentes, em quilômetros.

Tab 4: Média dos erros RMS e das posições estimadas para 1000 simulações

Erro RMS (km) Posição Estimada
(km, km)

TLS 0,3144 (40,0178; 69,5557)

UKF 0,2625 (39,9940; 69,6288)

LS 0,3147 (40,0076; 69,5550)

Minimax 0,7196 (40,0451; 68,9833)

GHT 2,5012 (39,7965; 66,4686)

Os resultados apresentados são mais precisos em rela-
ção aos cenários anteriores. Isso se deve ao fato de todas 
as medidas de marcação estarem muito afastadas, causan-
do uma área de incerteza menor quando da realização da 
triangulação com as medidas de marcação do alvo. O al-
goritmo UKF apresentou um resultado mais preciso que 
os outros quatro. Os algoritmos TLS e LS apresentaram 
resultados muito próximos, porém com uma pequena van-
tagem para o TLS. Eles foram seguidos pelo Minimax, 
que teve um desempenho superior ao GHT. Novamente, 
os algoritmos TLS, UKF e LS são comparáveis em ter-
mos de resultados, pois os erros de estimativas deles estão 
muito próximos e na prática o comprimento dos alvos con-
siderados, que são maiores do que 100m, é muito maior 
que a diferença apresentada pelo erro RMS dos mesmos. 
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Fig 21: Estimativas obtidas pelo algoritmo UKF para 50 simulações

A Fig. 21 apresenta as estimativas da posição do alvo obtidas 
pelo algoritmo UKF para 50 simulações. De maneira semelhante, 
da Fig. 22 à Fig. 25 estão representadas as estimativas dos algorit-
mos TLS, LS, Minimax e GHT, respectivamente.
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Fig 22: Estimativas obtidas pelo algoritmo TLS para 50 simulações.
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Fig 23: Estimativas obtidas pelo algoritmo LS para 50 simulações.
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Fig 24: Estimativas obtidas pelo minimax para 50 simulações.
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Fig. 25: Estimativas obtidas pelo algoritmo GHT para 50 simulações.

Na Fig. 26, compara-se o RMSE dos algoritmos propos-
tos em função do ruído na posição do observador. As mesmas 
condições iniciais foram mantidas, ou seja, um total de 20 
medidas de marcação são utilizadas e o desvio padrão dos 
erros das medidas é 0,02 rd. Para a inicialização do UKF 
foi utilizado . Observa-se que 
o RMSE de todos os algoritmos aumentou quando o ruído 
na posição do observador é incrementada, degradando o desem-
penho dos mesmos. O TLS e o LS apresentaram desempenhos 
semelhantes e mais precisos que os demais algoritmos. Sendo se-
guidos pelos algoritmos UKF, Minimax e GHT, respectivamente.

Fig. 26: Variação do RMSE em função da incerteza na posição do observador.

4.4 Cenário 4: Dois receptores móveis e um emissor móvel

No cenário apresentado na Fig. 27, duas plataformas aé-
reas estão se movendo: o receptor/plataforma 1 segue no sen-
tido norte e o receptor/plataforma 2 segue no sentido leste, 
elas são capazes de medir as marcações de um alvo móvel 
no mar. Considera-se que as posições exatas dos receptores 
são conhecidas e que cada um deles obteve 10 medidas de 
marcação, sendo uma marcação por segundo, o desvio pa-
drão dos erros das medidas é 0,02 rd. É considerado um 
emissor móvel representado por uma aeronave com veloci-
dade de 400 m/s. Para a inicialização do UKF foi utilizado  

.
A Tab. 5 apresenta a média aritmética dos erros RMS das 

estimativas da posição do alvo para 1000 rodadas indepen-
dentes, em quilômetros. Pode-se observar que o algoritmo 
UKF apresentou um resultado mais preciso que os outros quatro 
algoritmos. O algoritmo TLS, por sua vez, apresentou um desem-
penho superior em relação aos algoritmos LS, Minimax e GHT; 
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os algoritmos Minimax e GHT apresentaram resultados muito 
próximos, porém com uma pequena vantagem para o GHT.

 
Fig. 27: Cenário com emissor móvel representado por uma aeronave.

Tab. 5: Média dos erros RMS e das posições estimadas para 1000 simulações
Erro RMS (km) 

TLS 4,0523

UKF 3,7996

LS 4,3182

Minimax 4,9438

GHT 4,7009

  

Fig. 28: Variação dos erros RMS em função da velocidade do alvo.

5. Conclusão
Este artigo teve como objetivo realizar uma análise comparati-

va do desempenho de algoritmos de estimação da posição de uma 
fonte de RF em cenários táticos navais específicos. Estes algoritmos 
utilizaram as medidas de AOA, ou marcações, do sinal transmitido 
do alvo para o observador para estimar a posição do alvo. Foi con-
siderado que não apenas as medidas de marcação foram corrompi-
das por ruído mas também a posição exata do observador não era 
conhecida, estando sujeita a erros. Além disso, foram apresentadas 
interpretações geométricas para alguns algoritmos. 

Os algoritmos LS, UKF e principalmente o TLS, que apresen-
taram melhores desempenhos, podem ser indicados para missões 
que exijam maior precisão, como por exemplo, para o lançamento 
de um míssil. Observou-se que o algoritmo UKF é muito depen-
dente de uma estimativa inicial da posição, para compensar esta 
limitação, ele pode ser utilizado em conjunto com outro algoritmo 
que não possui uma precisão tão boa quanto a sua, como é o caso 
do Minimax e GHT. O UKF apresenta bons resultados quando 
utilizado para estimar trajetórias de alvos. O ruído das medidas 

possuindo uma distribuição gaussiana tendeu a favorecer algorit-
mos baseados em mínimos quadrados, como o LS, TLS e UKF. 
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