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RESUMO: Em redes de nivelamento, os pesos das observagées
sdo geralmente dados pelo inverso do comprimento da respectiva
segcdo. Esta abordagem é baseada em conjecturas de dificil
garantia na pratica dos levantamentos. Neste trabalho, um modelo
estocastico alternativo que aproveita a caracteristica de minimizag&do
do maximo residuo absoluto do ajuste pela Minimizagdo da Norma
de Chebyshev com pesos unitarios foi proposto para aplicagdo
em redes sem outliers. Uma rede de nivelamento simulada sem
outliers foi ajustada pelo Método dos Minimos Quadrados com os
modelos estocasticos usual e proposto. O ajustamento por Minimos
Quadrados com o modelo estocastico proposto apresentou menores
residuos absolutos maximo e minimo. A média e o desvio padrdo
dos residuos absolutos também foram menores. Além disso,
ambos 0s conjuntos das precisfes dos residuos e dos pardmetros
estimados obtiveram menor desvio padrdo. Portanto, o método
proposto parece promissor, pois forneceu residuos absolutos
menores e menos dispersos, e melhor homogeneidade de precisdo
dos parametros estimados.

PALAVRAS-CHAVE: Modelo estocastico. Residuo absoluto.
Norma de Chebyshev. Rede de nivelamento.

ABSTRACT: In leveling networks, observation weights are usually
given by the inverse of the length of the respective section. This
approach is based on assumptions of difficult assurance in the
practice of surveys. In this work, an alternative stochastic model that
takes advantage of the maximum absolute residual minimization
characteristic of the Chebyshev Norm Minimization adjustment
with unitary weights was proposed for networks without outliers.
A simulated leveling network with no outliers were adjusted by
the Least Squares method with the usual and with the proposed
stochastic model. Least Squares adjustment with the proposed
stochastic model provided lower absolute maximum and minimum
residuals. The mean and standard deviation of the absolute
residuals were also lower. In addition, both sets of precision of
residuals and of estimated parameters obtained lower standard
deviation. Therefore, the proposed method seems promising, as it
provided smaller and less dispersed absolute residuals, and better
precision homogeneity of the estimated parameters.

KEYWORDS: Stochastic model. Absolute residual. Chebyshev
norm. Leveling network.

1. INTRODUCAO

O ajustamento das observagoes de redes de nivelamento
¢ normalmente realizado pelo Método dos Minimos Quadra-
dos (MMQ), que minimiza a soma dos quadrados dos ele-
mentos do vetor v dos residuos do ajustamento, ponderados
pela matriz P dos pesos das observagdes, sendo v’ o vetor
transposto de v (Eq. 1). Seus resultados s@o os mais prova-
veis, sob a premissa de somente erros aleatorios serem nor-
malmente distribuidos nas observagoes.

MMQ: min(vT * P x v (1)

A teoria de propagagdo de covariancias do ajustamento
pelo MMQ ¢ bem consolidada na literatura, sendo possivel
estimar suas matrizes de variancia e covaridncia (MVC) dos
residuos Ev e dos pardmetros estimados Ex. Maiores infor-
magdes sobre o ajustamento pelo MMQ de redes geodésicas
e sua respectiva teoria de propagacao de covaridncias devem
ser vistas em [1].

Os pesos das observacdes sdo usualmente dados pelo
inverso do comprimento das respectivas segdes de nivela-
mento. Porém, esta abordagem para o modelo estocastico
do ajustamento, demonstrada matematicamente também por
[1], é baseada em conjecturas de dificil garantia na pratica
dos levantamentos, como a utilizagdo de equipamentos com
a mesma precisdo e ado¢do da mesma distancia em todas as
visadas da rede.

Nos levantamentos de maiores dimensdes, como de redes
de nivelamento oficiais de paises de grande area, é usual que
varias se¢des sejam medidas simultaneamente, com diferen-
tes precisdes e condigdes de calibragem entre os diversos
equipamentos. A versdo mais atual da Rede Altimétrica de
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Alta Precisao (RAAP) do Sistema Geodésico Brasileiro, por
exemplo, possui cerca de 75.000 se¢des de nivelamento (ob-
servacdes) em seu ajustamento.

Quanto ao comprimento das visadas, no caso brasileiro [2],
propde-se que o comprimento dessas seja de 60 m. Entretanto, é
de se esperar que, para parte das visadas de uma rede, isso seja
inviabilizado no terreno, por exemplo, por relevo acidentado ou
obstaculos naturais, como rios cruzando a linha de nivelamen-
to. Assim, a propria legislagdo citada aceita que isto ndo seja
estritamente seguido, desde que o comprimento da visada seja
mantido num mesmo lance e ndo ultrapasse 100 m.

Por outro lado, o ajustamento pela Minimizagdo da Nor-
ma de Chebyshev (MNC) envolve a minimizagdo do maxi-
mo residuo absoluto ponderado pelo peso da respectiva ob-
servacdo (Eq. 2), sendo p o vetor dos pesos das observacdes
(independentes) ¢ |v], o vetor dos residuos absolutos, e a mul-
tiplicagdo entre eles elemento a elemento.

MNC: min(max(p - [v])) 2)

Sem colocar pesos para as observagdes, ou seja, adotan-
do-se pesos unitarios para as mesmas, a MNC corresponde a
minimiza¢do do Maximo Residuo Absoluto (MRA) no ajus-
tamento. A solu¢do da MNC ¢ usualmente feita por progra-
magcdo linear. Para maiores detalhes sobre o ajustamento pela
MNC com pesos unitarios e sua solu¢do por programagio
linear, caso dessa pesquisa, indica-se [3].

No contexto das redes geodésicas, a MNC ja foi aplicada
por [4] para o caso de uma rede de nivelamento geométrico.
Foi adotado o modelo estocastico usual que trata os pesos das
observacdes como inversamente proporcionais ao compri-
mento das respectivas secdes de nivelamento. Naquela obra,
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o autor sugere que o ajustamento pela MNC tem qualidade
proxima a do MMQ.

Porém, diferentemente do MMQ, a MNC ndo possui uma
respectiva teoria de propagacdo de covaridncias consolidada
na literatura, essencial para uma analise acurada dos resulta-
dos do ajustamento de redes geodésicas. Assim, as matrizes
Ex ¢ Ev do ajustamento ndo foram avaliadas na obra men-
cionada.

Contudo, esse trabalho apresenta uma alternativa de mo-
delo estocastico para ajustamento pelo MMQ de redes de ni-
velamento no qual os pesos das observagdes sdo adaptados
iterativamente de forma a propiciar a minimizagdo do MRA,
calculado anteriormente via MNC com pesos unitarios. Espe-
ra-se que isto contribua para a desejavel diminuicdo do MRA
do ajustamento, sem abrir mao de consagradas vantagens do
MMQ, incluindo a possibilidade de aferi¢do da precisdo dos
resultados do ajustamento via propagag¢do de covariancias.

Entretanto, o ajustamento pela MNC, assim como no
caso do MMQ, nio ¢ robusto, tendendo a distribuir erros de
outliers entre as demais observagdes, o que dificulta também
sua aplicagdo na identificagdo dos mesmos [3]. Assim, como
o modelo estocastico alternativo serd construido a partir de
resultados do ajustamento pela MNC, propde-se que o mes-
mo seja aplicado em redes nas quais possiveis outliers ja fo-
ram devidamente tratados.

2. MATERIAIS E METODOS

A rede simulada utilizada no experimento consta da Figu-
ra 1 e da Tabela 1. A altitude do ponto A foi considerada fixa
(injungao fixa) e com valor h,=0. Assim, trata-se de uma rede
com 20 observagdes ¢ 10 pontos de altitudes a determinar, ou
seja, o numero de graus de liberdade ¢é 10. As observacdes fo-
ram simuladas com somente erros aleatorios (sem outliers),
cendario em que a aplicagdo do modelo estocastico alternativo
¢ proposta. O desvio padrdo o, adotado para as observagdes
nas simulagdes ¢ dado pela Eq. 3, sendo K (em km) o com-
primento da respectiva se¢do de nivelamento.

A

Fig. 1 — Geometria da rede simulada.
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Tab 1: Observagdes da rede simulada.

h, :f(rf])m P vValor(mm)  h (Cf(rg)m P valor (mm)
h, 49 163836 2 h, 62 110227,3
h, 41 64415 h, 49 1559201
h, 38 57046,3 h, 35 52882,0
h, 34 126213,0 h, 43 62896,2
h, 22 101126,5 h, 20 3890,0
h, 13 296883,3 h, 28 42702,6
h, 23 398012,4 h, 19 98894,8
h, 48 60452,9 h, 39 15778,7
h, 15 173717,0 h, 27 113228,8
h, 24 167266,0 h, 21 46428,0

o; = 1,0(mm) * /K, 3)

O diagrama de atividades do método para constru¢do do
modelo estocastico alternativo proposto € apresentado na
Fig.2. Inicialmente, a rede ¢ ajustada pela MNC com pesos
unitarios para todas as observagdes, para que se compute o
minimo MRA da mesma. Em seguida, a rede é sucessiva-
mente ajustada pelo MMQ. Na primeira iteragdo do MMQ,
também sdo atribuidos pesos iguais para as observagoes, ou
seja, a matriz dos pesos P deve ser igual a matriz identidade
I de mesmas dimensdes multiplicada por um escalar k, para
o qual se adotara o valor do inverso do quadrado do MRA.
Assim, assume-se que 0 MRA € uma estimativa inicial para
os desvios padrdo relativamente consonante com a real qua-
lidade das observagoes.

Seja i o indice da i-ésima observagdo da rede. Nas itera-
¢oes seguintes, o peso das observagdes com mddulo do resi-
duo |v]| superior a0 MRA (somado a um nivel de tolerancia
cem vezes menor que a ultima casa decimal das observagdes
da rede) ¢ incrementado conforme Eq. 4, sendo pn, 0 novo
peso e pa, o anterior. O procedimento se encerra quando o
modulo de todos os residuos da rede se tornar menor ou igual
ao MRA calculado via MNC.

'

Pré-ajuste da rede pela MNC
com pesos unitérios para as cbservagdes
{para célculo do minimo MRA da mesma)

Ajustamento da rede pelo MMQ
com novo modelo estocastico
{na iteragdo 1: P=k#)

Ji:|vi|>MRA+tolerancia?

Incremento do peso
das observagies
cujo |vi| = MRA

@cdelc estocastico construde

Fig. 2 — Diagrama de atividades da construgdo do modelo estocas-
tico alternativo proposto.
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Vi
pn, = pa, * L )

Ao se iniciar com pesos iguais, deixa-se que a consisténcia
interna do préprio conjunto de observagdes (sem a interferéncia
de pesos usuais que podem estar mal dimensionados) desenca-
deie a construcdo do modelo estocéstico a ser adotado. Em segui-
da, as adaptacdes iterativas dos pesos visam a obten¢do de uma
determinada caracteristica no resultado do ajustamento, no caso,
0 MRA minimo.

A desvantagem ¢ que esta ponderacdo dificilmente reflete a
realidade da rede. Neste caso o ajustamento das observacdes é
obtido tinica e exclusivamente em func¢ao dos dados de campo e
da configuragdo geométrica da rede. Logo, os resultados obtidos
ndo necessariamente conduzem a uma solugdo 6tima, uma vez
que o modelo estocastico foi simplificado.

Para avaliagdo, a rede de nivelamento foi ajustada pelo
MMQ com o modelo estocastico usual (pesos pelo inverso do
comprimento das se¢des) e com o modelo estocastico alternativo
proposto construido pelo procedimento da Fig. 2. Nesse contex-
to, seja [v| o vetor do valor absoluto dos residuos, e Sx e Sv, o das
precisdes dos parametros estimados e dos residuos no ajustamen-
to pelo MMQ, respectivamente. Essas precisdes correspondem
as raizes quadradas dos elementos da diagonal principal de Ex e
Ev, respectivamente.

Foram comparadas a média, o desvio padrdo, a maxima e a
minima magnitude, e a diferenca entre essas duas ultimas dos
elementos dos vetores |v| de cada um dos ajustamentos. A média
e o desvio padrdo dos elementos de Sx e Sv também foram anali-
sados. Os menores valores para cada uma dessas métricas foram
considerados mais desejaveis para o ajustamento.

O experimento foi conduzido no software Octave [5], versao
4.4.1. A solucao da MNC por programagao linear foi feita pelo
método SIMPLEx, com a formulagdo apresentada por [3], utili-
zando, para tal, a rotina glpk do mesmo software. O leitor pode
contatar os autores para obter o codigo do experimento.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Seguindo o procedimento da Fig. 2, o MRA calculado
no ajustamento pela MNC para a rede foi de 7,00 mm. A Ta-
bela 2 mostra o vetor dos residuos v desse ajustamento. Nela
se pode verificar também que 11 dos 20 residuos absolutos
obtiveram valor igual ao proprio MRA da rede. De fato, essa
repeticdo de residuos absolutos iguais ao MRA ¢é uma pro-
priedade do ajustamento pela MNC com pesos iguais. Maio-
res detalhes sobre tal propriedade podem ser vistas em [3].

Isso reforca a questdo da deficiéncia de robustez da
MNC, que dificulta sua aplicagdo antes do tratamento dos
outliers da rede. Além de o possivel outlier distribuir seu
erro pelas outras observagoes, seu residuo sera igual ao de
diversas outras “boas” observagdes, tornando invidvel a sua
identificagdo.

Tab 2: Residuos do ajustamento pela MNC.

Prosseguindo, o modelo estocastico alternativo proposto foi
obtido apos 26 iteragdes de ajustamento pelo MMQ. O peso
inicial adotado para todas as observagdes foi de 2,04*10? mm™
(inverso do quadrado do MRA). Como as observacgdes da rede
analisada (em milimetros) possuem 1 casa decimal, a tolerancia
adotada na comparagdo dos residuos absolutos com o MRA foi
de 10~ milimetros. A Tabela 3 mostra os pesos p, construidos para
as observagdes no modelo estocastico alternativo proposto. Vale
notar que o peso inicial foi mantido para 17 das 20 observagoes.

Para comparagdo, a rede simulada foi ajustada pelo MMQ
com o modelo estocastico usual (MEU) e com o modelo es-
tocastico proposto (MEP). A Tabela 4 e a Tabela 5 listam os
residuos desses ajustamentos, respectivamente. Pode-se ob-
servar que somente duas observacgdes (11 e 16) apresentaram
residuos com sinais diferentes entre os ajustamentos.

Tab 3: Pesos das observagdes no modelo proposto.

Valor Valor
-2 -2

p, Valor (mm?) p, Valor (mm?) p, (mm?) ! (mm?)

p, 2,04*10%  p, 2,04*102  p,, 2,04*10% p, 2,04*10
p, 2,32*10% p, 2,04*102  p,, 4,07*10% p,, 3,98*107
p, 2,04*102  p, 2,04*102  p, 2,04*10% p, 2,04*10
p, 2,04*102  p, 2,04*102  p, 2,04*10% p, 2,04*10
ps 2,04*102  p,, 204102  p, 2,04*10% p, 2,04*10

Tab 4: Residuos do ajustamento pelo MMQ com o MEU.

Valor Valor v Valor Valor

" (mm) P (mm) ' (mm) " (mm)
v, 6,64 A 1,56 v, 121 v, 1,99
v, 7,39 v, 2,05 v, 1042 v, -539
v, -5,20 Vg -1,48 Vi, -1,73 Vi 2,57
v, -5,65 A -0,92 v, 480 v, -287
\Y -1,02 % 1,20 v 3,55 v 3,38

kn

10

Tab 5: Residuos do ajustamento pelo MMQ com o MEP.

v Valorv ValorV Valorv Valor
: (mm) ‘ (mm) : (mm) " (mm)

v, 5,86 A 3,18 vy, 025 v, -030

v, 7,00 v, -2,64 V,, 700 v, -7,00

v, -7,00 A -0,55 Vi, -1,36 v, 091

v, -6,41 v, -1,64 v, 2,77 v, -4,00

% -3,22 v 0,85 V. 369 v 4,14

3

0

A Tabela 6 compara os valores maximo, médio, minimo,
a diferenga entre 0 maximo e o minimo, ¢ o desvio-padrdo
dos elementos de |v| para os ajustamentos pelo MMQ com
o MEU e com o MEP. Em destaque aparecem os valores
minimos dentre os ajustamentos para cada métrica analisada.
Como era de se esperar, o ajustamento com modelo
estocastico proposto apresentou MRA (Maximo Elemento
de |v]) inferior, pois nele os pesos das observacdes foram
construidos de forma a implicar isso.

Tab 6: Comparagio de estatisticas dos elementos de |v| no ajusta-
mento pelo MMQ com o MEU e com o MEP

Valor Valor Valor Valor

Vi (mm) i (mm) i (mm) i (mm) Métrica comparada MEU MEP
v, 1,50 v 2,60 v, 510 v, 270 Mz?xi.mo (v 10,42 mm 7,00 mm
v, 7,00 v, -7,00 vy, 700 v, -7,00 M?‘Cf'a (IvI) 3,55 mm 3,49 mm
v 7.00 480 7.00 5.40 Minimo (]v]) 0,92 mm 0,25 mm

: ’ e ' " ’ N ' Maximo (|v]) — Minimo ([v]) 9,50 mm 6,75 mm
Ve oo 00w 00 v 2100, 700 Desvio padrao (Jv]) 2,57 mm 2,47 mm
v 700 v 450 v 700 v, -150 ’ :
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A meédia, o valor minimo, o desvio padrdo e o interva-
lo entre o valor maximo e o minimo dos residuos absolutos
também foram diminuidos. Isso mostra que, em média, os
residuos absolutos foram menores e menos dispersos, o que
também pode ser considerado desejavel.

Com fatores de variancia a posteriori de 1,06 e 0,94 para
0 MMQ com o0 MEU e com o MEP, respectivamente, ambos
os ajustamentos foram aprovados no Teste Qui-Quadrado bi-
caudal ao nivel de significancia de 5%.

A Tabela 7 apresenta a média e o desvio padrdo dos ele-
mentos de Sv e Sx. O desvio padréo dos elementos dos veto-
res Sv e Sx foi menor que o equivalente com o MEU. Assim,
o ajustamento pelo MMQ com o MEP gerou precisdo dos
residuos e dos parametros estimados mais homogéneos que
aqueles com o modelo usual. Em contraponto, os resultados
do MMQ com o MEU apresentaram valor médio dos ele-
mentos de Sv e de Sx relativamente menores, apesar disso
ndo significar que sdo necessariamente mais realistas.

Tab 7: Comparagio de estatisticas dos elementos de Sv e Sx no
ajustamento pelo MMQ com o MEU e com o MEP

Métrica comparada MEU MEP
Média (Sv) 4,13 mm 4,65 mm
Desvio padréo (Sv) 1,36 mm 0,63 mm
Média (Sx) 5,15 mm 5,85m
Desvio padréo (Sx) 0,91 mm 0,70 m

4. CONCLUSAO

Nesse trabalho, um modelo estocastico alternativo que
aproveita a caracteristica de minimizagcdo do MRA do ajus-
tamento pela MNC com pesos iguais foi proposto para o
ajustamento de redes de nivelamento pelo MMQ. Isso foi
motivado pela dificil garantia das conjecturas do modelo es-
tocastico usual na pratica dos levantamentos. O modelo usu-
al adota pesos pelo inverso do comprimento das respectivas
se¢Oes de nivelamento.

Apesar do modelo proposto provavelmente também nao
refletir a realidade da rede, ele ocasionou resultados no mi-
nimo interessantes, que podem ser considerados desejaveis,
quando aplicado no ajustamento pelo MMQ de uma rede de
nivelamento simulada. Como a MNC n@o ¢ robusta e 0 mo-
delo estocastico alternativo é construido a partir de resulta-
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dos do ajustamento pela MNC, propde-se que 0 mesmo seja
aplicado em redes nas quais possiveis outliers ja foram devi-
damente tratados.

O ajustamento pelo MMQ com o modelo estocastico pro-
posto obteve sucesso em implicar na minimizagdo do MRA
em relacdo ao MMQ com o modelo usual. Além disso, houve
uma diminui¢do no valor médio, no valor minimo e no des-
vio padrido dos residuos absolutos, e também na diferenca
entre 0 maximo e o minimo residuo absoluto. Ou seja, além
de menores (em moddulo) em geral, os residuos tiveram uma
menor dispersao.

Da analise da propagagdo de covariancias no ajustamento
pelo MMQ, o modelo proposto gerou precisdo dos residuos
e dos pardmetros estimados com menor desvio padrdo em
relagdo aqueles do MMQ com pesos usuais. Isso pode ser
aproveitado para implantag@o de redes de nivelamento com
qualidade mais homogénea entre seus vértices.

O modelo estocastico proposto foi aplicado a uma rede
de nivelamento, mas pode ser testado em outros tipos de re-
des geodésicas ¢ no ajustamento de observagdes em geral,
nas diversas areas do conhecimento. Ademais, o método
para constru¢do do modelo utilizou em uma de suas etapas
a MNC, um método de ajustamento das observagdes ainda
pouco explorado na literatura geodésica. Em trabalhos futu-
ros, outras possiveis aplica¢cdes da MNC no ajustamento de
redes geodésicas podem ser investigadas.

Sugere-se ainda que modelos estocasticos que impliquem
em outras possiveis caracteristicas (além do MRA minimo
visto) para os resultados do ajustamento sejam propostos.
Pode-se buscar a minimizag¢do da média dos residuos e da
precisdao dos pardmetros estimados, por exemplo, em traba-
lhos futuros.
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