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RESUMO: Este artigo apresenta um novo algoritmo para o alinhamento 
em movimento de um Sistema de Navegação Inercial do tipo Strapdown 
(SNIS), com base em um método clássico da literatura. A novidade 
consiste na introdução de estimativas da repetibilidade dos biases dos 
sensores inerciais e dos ângulos de atitude de rolagem e arfagem, a partir 
de observações indiretas e sem auxílio de sensores externos de atitude. O 
algoritmo permite reiniciar o SNIS sem a necessidade de parar o veículo ou 
interromper a sua operação durante a navegação, recuperando a precisão 
do sistema com o veículo em movimento. O alinhamento em movimento 
evita atrasos de missões ou exposições temporárias do veículo em ambientes 
perigosos causados por paradas forçadas para alinhamento após a 
ocorrência de falhas momentâneas, quedas de energia ou desligamentos 
para manutenção preventiva. O algoritmo é executado em duas etapas, 
alinhamento grosseiro e fino, ambos usando filtros de Kalman na estimação 
dos biases dos sensores inerciais e dos erros das variáveis navegacionais 
do sistema. Com a estimação da repetibilidade dos biases, o SNIS calcula 
os dados de posição, velocidade e de atitude com maior precisão, a cada 
período de amostragem. O algoritmo desenvolvido foi validado por meio de 
simulações da navegação de um navio de guerra.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas inerciais. Alinhamento em movimento. 
Sensores inerciais.

ABSTRACT: This paper presents a new algorithm for the in-motion 
alignment of a Strapdown Inertial Navigation System (SNIS), based 
on a classic method in the literature. The novelty is the introduction 
of estimates of the repeatability of biases of inertial sensors and roll 
and pitch attitude angles, based on indirect observations and without 
the aid of external attitude sensors. The algorithm allows restarting 
the SNIS without stopping the vehicle or interrupting its operation 
during navigation, recovering the system’s accuracy while it is in 
motion. In-motion alignment avoids mission delays or temporary 
exposure of the vehicle in hazardous environments caused by forced 
stops for alignment after the occurrence of momentary failures, power 
outages, or shutdowns for preventive maintenance. The algorithm 
is performed in two steps, coarse and fine alignment, both using 
Kalman filters to estimate the biases of inertial sensors and the errors 
of the navigational variables of the system. With the estimation of 
the repeatability of biases, the SNIS calculates the position, velocity, 
and attitude data with greater precision at each sampling period. The 
developed algorithm was validated through simulations of warship 
navigation.
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1. Introduction

A Strapdown Inertial Navigation System 
(SINS) estimates the parameters or 
navigational variables described by the 

magnitudes of position, speed and attitude of a 
vehicle or platform, where it is installed. One of the 
parameters that make up the position information 
is the altitude, that is, the local vertical displacement 
of air or land vehicles. For aquatic and underwater 
vehicles, in general, altitude refers to heave (vertical 
linear motion) and depth, respectively. Throughout 
the text, the term altitude will be used generically 
to indicate these parameters.

A SINS first performs the alignment process 
by estimating the initial values of the navigation 

variables, that is, the initial conditions of the 
integrators of the differential equations that model 
the dynamics of the navigation parameters. Then, 
once the initial conditions are known, the differential 
equations are integrated into the navigation process 
and the estimation of the navigational variables is 
started and carried out continuously. The alignment 
process can be performed with the SINS stationary 
or in-motion.

Alignment on the move allows restarting an 
SINS without the need to stop the vehicle after 
an interruption in the calculation of navigational 
variables, whether due to a power outage, 
malfunction, replacement of sensors or components, 
or for other reasons. In general, alignment in 
motion is performed using measurements of 
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navigation parameters provided by external sources 
installed in the vehicle, such as a supplemental 
SINS and/or by auxiliary sensors. However, the 
random errors present in the signals measured by 
the supplementary SNIS or the auxiliary sensors, 
added to the errors of the SINS inertial sensors in 
alignment, they pass to the initial conditions of the 
dynamic navigation equations and propagated over 
time, causing increasing drifts in the calculated 
values of the navigational variables. To reduce 
initial condition errors, a Kalman Filter (KF) can 
be introduced into the alignment process.

The FK is a statistical filter developed for 
application in the context of state space that uses, in 
its structure, the state transition matrix of the state 
equations and the sensitivity or observation matrix 
of the output equations or state measures. In the 
moving alignment process, the FK states are defined 
as the difference between the values calculated by the 
alignment equations and the measurements provided 
by the auxiliary sensors. This definition implies 
that the dynamic model of the states is described by 
differential equations of the errors of the navigation 
variables of the alignment process, and that the 
observation equations of the states are a function of 
the measurements provided by the auxiliary sensors.

Moving alignment is performed in two steps: coarse 
and fine alignment. For each step of the process, a 
different structure for the FK is used. The auxiliary 
sensors used as external sources of position, speed, 
and altitude for the alignment algorithm are typically 
the Global Positioning System (GPS), odometer or 
GPS, and altimeter (or heave sensor/depth gauge), 
respectively.

The measurements of the inertial sensors and the 
auxiliary sensors are introduced in the FK structures, 
in each stage of the alignment, to estimate the errors 
of the values of the initial conditions (states) of the 
system and the biases of the inertial sensors.

The alignment processes are performed in 
closed loop and the new models of the system error 
dynamics, described in state space, handle large 
azimuth errors in the coarse alignment and small 
errors in the fine alignment.

The estimated errors are fed back into the 
algorithm to correct the navigational parameters 
calculated by the alignment equations, as well as to 
compensate for the errors of the inertial sensors in 
the instrumentation model used in the algorithm.

Consequently, the corrected initial position, 
attitude and velocity values, at the end of the 
alignment process, tend towards their real values 
with specified uncertainties, which are used 
to initialize the differential equations of the 
navigation process.

Moving alignment is less discussed in the 
literature than stationary alignment. Ali; 
Muhammad [6] presents a moving alignment 
scheme for a low-cost inertial measurement unit 
using a consistent and robust FK structure. In the 
article by Hao et al [7], a non-linear dynamic model 
for the moving alignment of the inertial navigation 
system is presented for the case where the 
observation variables are velocity information. This 
model is also suitable for transferring navigational 
parameters from another Inertial Navigation 
System (INS) present in the vehicle.

Bimal; Joshi [9] presents a non-linear approach 
to the moving alignment problem using Doppler 
velocity sensor measurements, considering the 
initial vehicle attitude information unknown. The 
wander azimuth frame error models provide partial 
observability of heading angle error. Alignment 
simulation is repeated with FK unscented which 
does not require linearized transform function. 

Qi; Pengfei [8] presents a non-linear approach 
to the moving alignment problem using Doppler 
velocity sensor measurements, considering the 
initial vehicle attitude information unknown. The 
wander azimuth frame error models provide partial 
observability of heading angle error. Alignment 
simulation is repeated with FK unscented which 
does not require linearized transform function.

Alignment in motion has wide application in 
autonomous and military vehicles. For example, on 
a warship, the main advantage is to avoid temporary 
stoppages, which imply mission delays or exposure 
to dangerous environments.
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The objective of this work is to develop a new 
moving alignment algorithm, based on a classic 
method from the literature. [1], to improve the 
performance and accuracy of estimates of the 
initial conditions of navigational parameters. In the 
proposed alignment algorithm, position, velocity 
and altitude sensors are used. However, assistance is 
not considered available for measuring the attitude 
angles, defined by the Euler angles (roll, pitch and 
heading). Then, the dynamic model of alignment 
process errors, used in the FK framework, is 
reformulated to handle large attitude errors, which 
gradually reduces them until they become small, 
when another, more adequate model is used to 
handle small attitude errors.

This article then presents an improvement on the 
moving alignment algorithm presented by Robert 
M. Rogers [1]. What is new is the inclusion of the 
azimuth angular deviation and the repeatability of 
the biases of the inertial sensors in the state vector 
of the dynamic model of the SINS errors, increasing 
its order and the number of variables estimated 
by the FK. Furthermore, indirect observations of 
roll and pitch synthesized from accelerometer and 
altimeter measurements are introduced into the 
navigation algorithm as if they were auxiliary sensor 
variables. A blending filter is also used to integrate 
external altitude sensor (altimeter) measurements. 
The blending filter increases the calculated altitude 
bandwidth, attenuates altitude sensor noise, and 
stabilizes the estimated vertical speed and altitude.

2. Methods
The vectorial physical quantities involved in the 

alignment and navigation processes of an SNIS can 
be described based on several references. Depending 
on the mechanization adopted, it is necessary to 
express them in the same references chosen for 
formulating the equations of both processes. [5]

Generally, in an SNIS, the following references 
are used: Body (b) – {Xb,Yb,Zb }, originates in the 
CM (Center of Mass) of the body, where is positive 
longitudinal axis forward, Zb is positive down and 

Y_bcompletes the trihedron, according to the right-
hand rule; from the Earth (e) –{Xe,Ye,Ze }, has a 
fixed origin at the Earth’s CM, where Xe is the axis 
of intersection of the Greenwich Meridian with the 
Equatorial plane, Ze is parallel and positive with 
the axis of rotation of the Earth and Ye complete 

the trihedron; Inertial ( i ) – {Xì,Yi,Zi}, originates 
in the CM of the Earth and fixed in space with its 
axes initially parallel with the axes of the Earth’s 
reference frame, and the Navigational, which can 
be the geographic (g) – North-East-Down {N, E, D} 
ou Wander Azimuth – WA (n) –{Xn,Yn,Zn } [3].

Figure 1 shows the relationship between the WA 
(n) and geographic (g) navigational references. The 
WA frame is rotated with respect to the geographic 
navigational frame (g) by the wander angle, . The 
WA frame is important because it avoids attitude 
singularities that occur when navigating close to 
the Earth’s poles.

Fig. 1 – Relationship between geographic navigational references (g) 
- NED and Wander Azimuth-WA (   ) – Xn-Yn-Zn [1]. 

The Matrix of Director Cosines (MCD) that operates 
the transformation of the geographic reference (g) to 
the WA reference (n) is defined as [1],

(1)

where s(   ) and c(   ) represent the trigonometric 
functions of sine and cosine, respectively.
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Fig. 1 – Relação entre os referenciais navegacional geográfico 

(g) - NED e Wander Azimuth-WA ( ) – Xn-Yn-Zn [1]. 

A Matriz de Cossenos Diretores (MCD) que opera a 

transformação do referencial geográfico ( ) para o 

referencial WA ( ) é definida como, 

  (1) 

onde 𝑠𝑠( ) e 𝑐𝑐( ) representam as funções trigonométricas de 
seno e cosseno, respectivamente. 

3. EQUAÇÕES DINÂMICAS DE NAVEGAÇÃO 

As equações de navegação serão implementadas no 

referencial navegacional WA ( ). As equações apresentadas 
a seguir foram desenvolvidas nas referências [1], [2] e [3]. 

3.1 Equações dinâmicas de posição 

 Na mecanização do SNIS no referencial 
navegacional WA, a posição de um corpo na vizinhança da 

Terra é definida pela altitude ( ), e pelos ângulos de posição 

latitude ( ), longitude ( ) e wander angle ( ). Estes 
ângulos são os argumentos das funções trigonométricas que 
formam os elementos da MCD de posição 

   
 (2) 

que define a orientação do referencial da Terra ( ) em 

relação ao referencial navegacional WA ( ) 
 A dinâmica dos ângulos de posição é obtida da 

derivada em relação ao tempo da matriz de posição  
definida como: 

    (3) 

onde é a matriz anti simétrica associada ao vetor 

velocidade de transporte ou transport rate, . A 
velocidade de transporte é a velocidade angular do veículo 
quando este se desloca sobre a superfície da Terra, e 
corresponde à velocidade angular do referencial 
navegacional em relação ao referencial da Terra expressa no 

referencial navegacional. A matriz  representa o produto 

vetorial e no hemisfério Norte é representada como: 

     
      (4) 

onde e são os raios normal e meridional da curvatura 
da Terra, respectivamente, obtidos da forma geométrica da 
terra assumida como um elipsóide de revolução [10]. 

No SNIS baseado no referencial navegacional WA, a 
componente vertical da transport rate é definida como nula 
[3]: 

           
(5)  

A dinâmica de altitude é definida como a integral da 
velocidade vertical, o que completa os estados de posição: 

 (6) 

 Neste artigo, para o cálculo da altitude, foi 
introduzido um filtro de mistura integrado com um altímetro 
externo para estabilizar a altitude calculada. 

3.2 Equações dinâmicas de velocidade 

 A equação dinâmica de velocidade desenvolvida no 
referencial navegacional (𝑛𝑛) é definida como [1]: 

 
        
(7) 

onde, é o vetor de velocidade linear;  é o vetor de força 

específica no referencial do corpo; é a matriz 

antissimétrica da transport rate; é a matriz anti simétrica 
associada ao vetor velocidade angular da Terra expressa no 
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 As medidas dos sensores inerciais e dos sensores de 
auxílio são introduzidas nas estruturas do FK, em cada etapa 
do alinhamento, para estimar os erros dos valores das 
condições iniciais (estados) do sistema e os biases dos 
sensores inerciais. 

 Os processos de alinhamento são realizados em 
malha fechada e os respectivos novos modelos da dinâmica 
dos erros do sistema, descritos no espaço de estados, 
manipulam erros grandes de azimute no alinhamento 
grosseiro e erros pequenos, no alinhamento fino.  

 Os erros estimados são realimentados no algoritmo 
para corrigir os parâmetros navegacionais calculados pelas 
equações de alinhamento, como também para compensar os 
erros dos sensores inerciais no modelo de instrumentação 
utilizado no algoritmo. 

 Consequentemente, os valores de posição, atitude e 
velocidades iniciais corrigidos, no fim do processo de 
alinhamento, tendem para seus valores reais com incertezas 
especificadas, os quais são usados para inicializar as 
equações diferenciais de navegação. 

 O alinhamento em movimento é menos discutido na 
literatura que o alinhamento parado. Ali; Muhammad [6] 
apresentam um esquema de alinhamento em movimento para 
uma unidade de medição inercial de baixo custo usando uma 
estrutura de FK consistente e robusta. Já no artigo de Hao et 
al [7], um modelo dinâmico não linear para o alinhamento em 
movimento do sistema de navegação inercial é apresentado 
para o caso em que as variáveis de observação são as 
informações de velocidade. Esse modelo também se adequa 
ao alinhamento de transferência dos parâmetros 
navegacionais provenientes de outro Sistema de Navegação 
Inercial (SNI) presente no veículo. 

 Bimal; Joshi [9] apresentam uma abordagem não 
linear para o problema de alinhamento em movimento 
usando medições de sensores Doppler de velocidade, 
considerando desconhecidas as informações de atitude 
inicial do veículo. Os modelos de erro do referencial de 
wander azimuth fornecem observabilidade parcial do erro do 
ângulo de heading. A simulação de alinhamento é repetida 
com filtro de Kalman unscented que não requer função de 
transformação linearizada. Qi; Pengfei [8] apresentam um 
método de alinhamento com base no referencial de wander 
azimuth cuja informação de atitude inicial é completamente 
desconhecida e o erro inicial de azimute atinge valores de 0 
a 360 graus. Trata-se de uma abordagem robusta que traz 
versatilidade para aplicações de resposta rápida. 

 O alinhamento em movimento tem grande 
aplicação em veículos autônomos e militares. Por exemplo, 
em um navio de guerra, a principal vantagem consiste em 
evitar paradas temporárias, o que implica em atrasos na 
missão ou exposição em ambientes perigosos. 

 O objetivo deste trabalho é desenvolver um novo 
algoritmo de alinhamento em movimento, com base em um 
método clássico da literatura [1], para melhoria do 

desempenho e da precisão das estimativas das condições 
iniciais dos parâmetros navegacionais. No algoritmo de 
alinhamento proposto, são usados sensores de auxílio de 
posição, velocidade e altitude. No entanto, não é considerado 
disponível o auxílio para as medidas dos ângulos de atitude, 
definidos pelos ângulos de Euler (roll, pitch e heading). 
Então, o modelo dinâmico dos erros do processo de 
alinhamento, usado na estrutura do FK, é reformulado para 
manipular erros grandes de atitude e, quando os erros se 
tornam pequenos, o modelo é modificado para manipular 
erros pequenos de atitude.  

 Este artigo apresenta, então, uma melhoria no 
algoritmo de alinhamento em movimento apresentado por 
Robert M. Rogers [1]. A novidade é a inclusão do desvio 
angular de azimute e a repetibilidade dos biases dos sensores 
inerciais no vetor de estados do modelo dinâmico de erros do 
SNIS, aumentando a sua ordem e o número de variáveis 
estimadas pelo FK. Além disso, observações indiretas de roll 
e pitch sintetizadas a partir de medidas dos acelerômetros e 
do altímetro, são introduzidas no algoritmo de navegação 
como se fossem variáveis de sensores de auxílio. Um filtro 
de mistura é também utilizado para integrar as medidas 
externas do sensor de altitude (altímetro). O filtro de mistura 
aumenta a largura de banda da altitude calculada, atenua o 
ruído do sensor de altitude e estabiliza a velocidade vertical 
e a altitude computadas. 

2. REFERENCIAIS 

 As grandezas físicas vetoriais envolvidas nos 
processos de alinhamento e navegação de um SNIS podem 
ser descritas com base em diversos referenciais. Conforme a 
mecanização adotada, é necessário expressá-las nos mesmos 
referenciais escolhidos para a formulação das equações de 
ambos os processos. 

 Geralmente, em um SNIS, são utilizados os 

seguintes referenciais: Corpo ( ) – ; Inercial (

) – ; da Terra ( ) – e 

Navegacional, que pode ser o geográfico ( ) – North-East-

Down {N, E, D} ou Wander Azimuth – WA ( ) –

 [3]. 
 A Figura 1 mostra a relação entre os referenciais 

navegacionais WA ( ) e geográfico ( ). O referencial WA 
é rotacionado em relação ao referencial navegacional 

geográfico ( ) pelo wander angle, . O referencial WA é 
importante porque evita singularidades da atitude que 
ocorrem durante a navegação próxima aos pólos da terra. 
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introduzido um filtro de mistura integrado com um altímetro 
externo para estabilizar a altitude calculada. 
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referencial navegacional (𝑛𝑛) é definida como [1]: 

 
        
(7) 

onde, é o vetor de velocidade linear;  é o vetor de força 

específica no referencial do corpo; é a matriz 

antissimétrica da transport rate; é a matriz anti simétrica 
associada ao vetor velocidade angular da Terra expressa no 

n

g

n

0

0

0 0 1

n
g

c s

C s c

a a

a a= -
é ù
ê ú
ê ú
ê úë û

× ×

n

h

L l a

e

n

n
eC

n n n
e en eC C= -W!

n
enW

n
enw

n
enW

( )n
enw ´

( )

( )

y
x

y

n x
en y

x

z z

v
R h

v
R h

r

w r r

r r

é ù
é ù ê ú+ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú= = = -ê ú ê ú+ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê úë û ê úë û

yR xR

0zr =

n
zh v=!

(2 )n n b n n n n
b ie env C f v g= - W +W ´ +!

nv bf

n
enW

n
ieW

 

 
   REVISTA MILITAR DE CIÊNCIA E TECNOLOGIA 

3 

 

 
Fig. 1 – Relação entre os referenciais navegacional geográfico 

(g) - NED e Wander Azimuth-WA ( ) – Xn-Yn-Zn [1]. 

A Matriz de Cossenos Diretores (MCD) que opera a 

transformação do referencial geográfico ( ) para o 

referencial WA ( ) é definida como, 

  (1) 

onde 𝑠𝑠( ) e 𝑐𝑐( ) representam as funções trigonométricas de 
seno e cosseno, respectivamente. 

3. EQUAÇÕES DINÂMICAS DE NAVEGAÇÃO 

As equações de navegação serão implementadas no 

referencial navegacional WA ( ). As equações apresentadas 
a seguir foram desenvolvidas nas referências [1], [2] e [3]. 

3.1 Equações dinâmicas de posição 

 Na mecanização do SNIS no referencial 
navegacional WA, a posição de um corpo na vizinhança da 

Terra é definida pela altitude ( ), e pelos ângulos de posição 

latitude ( ), longitude ( ) e wander angle ( ). Estes 
ângulos são os argumentos das funções trigonométricas que 
formam os elementos da MCD de posição 

   
 (2) 

que define a orientação do referencial da Terra ( ) em 

relação ao referencial navegacional WA ( ) 
 A dinâmica dos ângulos de posição é obtida da 

derivada em relação ao tempo da matriz de posição  
definida como: 

    (3) 

onde é a matriz anti simétrica associada ao vetor 

velocidade de transporte ou transport rate, . A 
velocidade de transporte é a velocidade angular do veículo 
quando este se desloca sobre a superfície da Terra, e 
corresponde à velocidade angular do referencial 
navegacional em relação ao referencial da Terra expressa no 

referencial navegacional. A matriz  representa o produto 

vetorial e no hemisfério Norte é representada como: 

     
      (4) 

onde e são os raios normal e meridional da curvatura 
da Terra, respectivamente, obtidos da forma geométrica da 
terra assumida como um elipsóide de revolução [10]. 

No SNIS baseado no referencial navegacional WA, a 
componente vertical da transport rate é definida como nula 
[3]: 

           
(5)  

A dinâmica de altitude é definida como a integral da 
velocidade vertical, o que completa os estados de posição: 

 (6) 

 Neste artigo, para o cálculo da altitude, foi 
introduzido um filtro de mistura integrado com um altímetro 
externo para estabilizar a altitude calculada. 

3.2 Equações dinâmicas de velocidade 

 A equação dinâmica de velocidade desenvolvida no 
referencial navegacional (𝑛𝑛) é definida como [1]: 

 
        
(7) 

onde, é o vetor de velocidade linear;  é o vetor de força 

específica no referencial do corpo; é a matriz 

antissimétrica da transport rate; é a matriz anti simétrica 
associada ao vetor velocidade angular da Terra expressa no 

n

g

n

0

0

0 0 1

n
g

c s

C s c

a a

a a= -
é ù
ê ú
ê ú
ê úë û

× ×

n

h

L l a

e

n

n
eC

n n n
e en eC C= -W!

n
enW

n
enw

n
enW

( )n
enw ´

( )

( )

y
x

y

n x
en y

x

z z

v
R h

v
R h

r

w r r

r r

é ù
é ù ê ú+ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú= = = -ê ú ê ú+ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê úë û ê úë û

yR xR

0zr =

n
zh v=!

(2 )n n b n n n n
b ie env C f v g= - W +W ´ +!

nv bf

n
enW

n
ieW

 

 
2                 REVISTA MILITAR DE CIÊNCIA E TECNOLOGIA  

 

 As medidas dos sensores inerciais e dos sensores de 
auxílio são introduzidas nas estruturas do FK, em cada etapa 
do alinhamento, para estimar os erros dos valores das 
condições iniciais (estados) do sistema e os biases dos 
sensores inerciais. 

 Os processos de alinhamento são realizados em 
malha fechada e os respectivos novos modelos da dinâmica 
dos erros do sistema, descritos no espaço de estados, 
manipulam erros grandes de azimute no alinhamento 
grosseiro e erros pequenos, no alinhamento fino.  

 Os erros estimados são realimentados no algoritmo 
para corrigir os parâmetros navegacionais calculados pelas 
equações de alinhamento, como também para compensar os 
erros dos sensores inerciais no modelo de instrumentação 
utilizado no algoritmo. 

 Consequentemente, os valores de posição, atitude e 
velocidades iniciais corrigidos, no fim do processo de 
alinhamento, tendem para seus valores reais com incertezas 
especificadas, os quais são usados para inicializar as 
equações diferenciais de navegação. 

 O alinhamento em movimento é menos discutido na 
literatura que o alinhamento parado. Ali; Muhammad [6] 
apresentam um esquema de alinhamento em movimento para 
uma unidade de medição inercial de baixo custo usando uma 
estrutura de FK consistente e robusta. Já no artigo de Hao et 
al [7], um modelo dinâmico não linear para o alinhamento em 
movimento do sistema de navegação inercial é apresentado 
para o caso em que as variáveis de observação são as 
informações de velocidade. Esse modelo também se adequa 
ao alinhamento de transferência dos parâmetros 
navegacionais provenientes de outro Sistema de Navegação 
Inercial (SNI) presente no veículo. 

 Bimal; Joshi [9] apresentam uma abordagem não 
linear para o problema de alinhamento em movimento 
usando medições de sensores Doppler de velocidade, 
considerando desconhecidas as informações de atitude 
inicial do veículo. Os modelos de erro do referencial de 
wander azimuth fornecem observabilidade parcial do erro do 
ângulo de heading. A simulação de alinhamento é repetida 
com filtro de Kalman unscented que não requer função de 
transformação linearizada. Qi; Pengfei [8] apresentam um 
método de alinhamento com base no referencial de wander 
azimuth cuja informação de atitude inicial é completamente 
desconhecida e o erro inicial de azimute atinge valores de 0 
a 360 graus. Trata-se de uma abordagem robusta que traz 
versatilidade para aplicações de resposta rápida. 

 O alinhamento em movimento tem grande 
aplicação em veículos autônomos e militares. Por exemplo, 
em um navio de guerra, a principal vantagem consiste em 
evitar paradas temporárias, o que implica em atrasos na 
missão ou exposição em ambientes perigosos. 

 O objetivo deste trabalho é desenvolver um novo 
algoritmo de alinhamento em movimento, com base em um 
método clássico da literatura [1], para melhoria do 

desempenho e da precisão das estimativas das condições 
iniciais dos parâmetros navegacionais. No algoritmo de 
alinhamento proposto, são usados sensores de auxílio de 
posição, velocidade e altitude. No entanto, não é considerado 
disponível o auxílio para as medidas dos ângulos de atitude, 
definidos pelos ângulos de Euler (roll, pitch e heading). 
Então, o modelo dinâmico dos erros do processo de 
alinhamento, usado na estrutura do FK, é reformulado para 
manipular erros grandes de atitude e, quando os erros se 
tornam pequenos, o modelo é modificado para manipular 
erros pequenos de atitude.  

 Este artigo apresenta, então, uma melhoria no 
algoritmo de alinhamento em movimento apresentado por 
Robert M. Rogers [1]. A novidade é a inclusão do desvio 
angular de azimute e a repetibilidade dos biases dos sensores 
inerciais no vetor de estados do modelo dinâmico de erros do 
SNIS, aumentando a sua ordem e o número de variáveis 
estimadas pelo FK. Além disso, observações indiretas de roll 
e pitch sintetizadas a partir de medidas dos acelerômetros e 
do altímetro, são introduzidas no algoritmo de navegação 
como se fossem variáveis de sensores de auxílio. Um filtro 
de mistura é também utilizado para integrar as medidas 
externas do sensor de altitude (altímetro). O filtro de mistura 
aumenta a largura de banda da altitude calculada, atenua o 
ruído do sensor de altitude e estabiliza a velocidade vertical 
e a altitude computadas. 

2. REFERENCIAIS 

 As grandezas físicas vetoriais envolvidas nos 
processos de alinhamento e navegação de um SNIS podem 
ser descritas com base em diversos referenciais. Conforme a 
mecanização adotada, é necessário expressá-las nos mesmos 
referenciais escolhidos para a formulação das equações de 
ambos os processos. 

 Geralmente, em um SNIS, são utilizados os 

seguintes referenciais: Corpo ( ) – ; Inercial (

) – ; da Terra ( ) – e 

Navegacional, que pode ser o geográfico ( ) – North-East-

Down {N, E, D} ou Wander Azimuth – WA ( ) –

 [3]. 
 A Figura 1 mostra a relação entre os referenciais 

navegacionais WA ( ) e geográfico ( ). O referencial WA 
é rotacionado em relação ao referencial navegacional 

geográfico ( ) pelo wander angle, . O referencial WA é 
importante porque evita singularidades da atitude que 
ocorrem durante a navegação próxima aos pólos da terra. 
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navegacional WA, a posição de um corpo na vizinhança da 
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latitude ( ), longitude ( ) e wander angle ( ). Estes 
ângulos são os argumentos das funções trigonométricas que 
formam os elementos da MCD de posição 
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que define a orientação do referencial da Terra ( ) em 

relação ao referencial navegacional WA ( ) 
 A dinâmica dos ângulos de posição é obtida da 

derivada em relação ao tempo da matriz de posição  
definida como: 
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onde é a matriz anti simétrica associada ao vetor 

velocidade de transporte ou transport rate, . A 
velocidade de transporte é a velocidade angular do veículo 
quando este se desloca sobre a superfície da Terra, e 
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navegacional em relação ao referencial da Terra expressa no 
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onde e são os raios normal e meridional da curvatura 
da Terra, respectivamente, obtidos da forma geométrica da 
terra assumida como um elipsóide de revolução [10]. 

No SNIS baseado no referencial navegacional WA, a 
componente vertical da transport rate é definida como nula 
[3]: 
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A dinâmica de altitude é definida como a integral da 
velocidade vertical, o que completa os estados de posição: 
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 Neste artigo, para o cálculo da altitude, foi 
introduzido um filtro de mistura integrado com um altímetro 
externo para estabilizar a altitude calculada. 
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 A equação dinâmica de velocidade desenvolvida no 
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3. Dynamic navigation equations
The navigation equations will be implemented 

in the navigational frame WA (n). The equations 
presented below are also developed in the references 
[1], [3] and [4].

3.1 Dynamic equations of position

In the mechanization of SNIS in the WA navigational 
reference frame, the position of a body in the vicinity of 
the Earth is defined by altitude (h), and by the position 
angles latitude (L), longitude (l) and wander angle (α). 
These angles are the arguments of the trigonometric 
functions that form the elements of the position MCD [1],

(2)

which defines the orientation of the Earth frame (e) 
in relation to the WA navigational frame (n)

The dynamics of the position angles is obtained 
from the derivative with respect to time of the 
position matrix        , defined as:

(3)

where,       is the antisymmetric matrix associated with 
the transport rate vector,    . The transport speed is 
the angular speed of the vehicle when it moves over 
the curved surface of the Earth, and corresponds 
to the angular speed of the navigational reference 
frame in relation to the Earth reference frame 
expressed in the navigational reference frame. The 
matrix            represents the cross product          which 
in the northern hemisphere is represented as:

(4)

where Ry and Rx are the normal and meridional 
radii of the Earth’s curvature, respectively, obtained 
from the geometric shape of the Earth assumed as an 
ellipsoid of revolution [10].

In SNIS based on the WA navigational reference, 
the vertical component of the transport rate is 
defined as null [3]:

(5)

Altitude dynamics is defined as the vertical velocity 
integral, which completes the position states:

(6)

In this article, for the calculation of altitude, a 
mixture filter integrated with an external altimeter 
was introduced to stabilize the calculated altitude.

3.2 Dynamic velocity equations

The dynamic velocity equation developed in the 
navigational frame (n) is defined as [1]:

(7)

where,   is the linear velocity vector;     is the specific force 
vector in the body’s frame of reference;        is the transport 
rate antisymmetric matrix;     is the antisymmetric matrix 
associated with the Earth’s angular velocity vector 
expressed in the navigational reference frame,        ; e 
        is the local normal gravity vector.

3.3 Dynamic attitude equations

The MCD that defines the orientation of the body 
frame (b) in relation to the WA navigational frame (n) 
is described as:

(8)
  

where           and        are the roll, pitch and heading 
angles.

The dynamics of the attitude angles is obtained 
from the derivative with respect to time of the attitude 
matrix   ------- defined as [1]:
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Fig. 1 – Relação entre os referenciais navegacional geográfico 

(g) - NED e Wander Azimuth-WA ( ) – Xn-Yn-Zn [1]. 

A Matriz de Cossenos Diretores (MCD) que opera a 

transformação do referencial geográfico ( ) para o 

referencial WA ( ) é definida como, 
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onde 𝑠𝑠( ) e 𝑐𝑐( ) representam as funções trigonométricas de 
seno e cosseno, respectivamente. 

3. EQUAÇÕES DINÂMICAS DE NAVEGAÇÃO 

As equações de navegação serão implementadas no 

referencial navegacional WA ( ). As equações apresentadas 
a seguir foram desenvolvidas nas referências [1], [2] e [3]. 

3.1 Equações dinâmicas de posição 

 Na mecanização do SNIS no referencial 
navegacional WA, a posição de um corpo na vizinhança da 

Terra é definida pela altitude ( ), e pelos ângulos de posição 

latitude ( ), longitude ( ) e wander angle ( ). Estes 
ângulos são os argumentos das funções trigonométricas que 
formam os elementos da MCD de posição 

   
 (2) 

que define a orientação do referencial da Terra ( ) em 

relação ao referencial navegacional WA ( ) 
 A dinâmica dos ângulos de posição é obtida da 

derivada em relação ao tempo da matriz de posição  
definida como: 
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onde é a matriz anti simétrica associada ao vetor 

velocidade de transporte ou transport rate, . A 
velocidade de transporte é a velocidade angular do veículo 
quando este se desloca sobre a superfície da Terra, e 
corresponde à velocidade angular do referencial 
navegacional em relação ao referencial da Terra expressa no 

referencial navegacional. A matriz  representa o produto 

vetorial e no hemisfério Norte é representada como: 
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onde e são os raios normal e meridional da curvatura 
da Terra, respectivamente, obtidos da forma geométrica da 
terra assumida como um elipsóide de revolução [10]. 

No SNIS baseado no referencial navegacional WA, a 
componente vertical da transport rate é definida como nula 
[3]: 

           
(5)  

A dinâmica de altitude é definida como a integral da 
velocidade vertical, o que completa os estados de posição: 

 (6) 

 Neste artigo, para o cálculo da altitude, foi 
introduzido um filtro de mistura integrado com um altímetro 
externo para estabilizar a altitude calculada. 

3.2 Equações dinâmicas de velocidade 

 A equação dinâmica de velocidade desenvolvida no 
referencial navegacional (𝑛𝑛) é definida como [1]: 

 
        
(7) 

onde, é o vetor de velocidade linear;  é o vetor de força 
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antissimétrica da transport rate; é a matriz anti simétrica 
associada ao vetor velocidade angular da Terra expressa no 
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referencial navegacional, ; e  é o vetor de gravidade 
normal local. 

3.3 Equações dinâmicas de atitude 

A MCD que define a orientação do referencial do corpo 
(b) em relação ao referencial navegacional WA (n) é descrita 
como: 

      (8) 

onde e São os ângulos de roll, pitch e heading, 
conhecidos como ângulos de Euler. 

 A dinâmica dos ângulos de atitude é obtida da 

derivada em relação ao tempo da matriz de atitude  
definida como: 

               (9) 

4. MODELO DINÂMICO DOS ERROS DE NAVEGAÇÃO  

 O modelo de erros dos parâmetros de navegação é 
descrito pelas equações dinâmicas dos erros de posição, 
velocidade e atitude do sistema, expressas no referencial 

navegacional WA ( ). O modelo é obtido por meio de 
perturbações lineares das variáveis nominais das equações 
dinâmicas de navegação (3), (7) e (9). Considerar que as 
perturbações são lineares implica em assumir que os termos 
de erros são pequenos. Assim, as variáveis nominais 
acrescidas de pequenos erros definem as variáveis calculadas 
que são representadas por uma barra sobrescrita. A expressão 
genérica para as variáveis calculadas é dada por: 
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onde  é a variável nominal,  é o valor calculado e  é 
o termo de erros pequenos. 

 Substituindo as variáveis nominais das equações 
diferenciais de navegação pelas variáveis computadas, 
efetuando as operações com as variáveis substituídas, 
desprezando produtos de erros e subtraindo as variáveis 
nominais, obtêm-se as equações dinâmicas dos erros de 
navegação. 

4.1 Equações dinâmicas dos erros de posição 

 A matriz de posição computada é descrita como [1]: 

          (11) 

onde  representa o erro da matriz de posição (2). 

 A matriz computada  corresponde à matriz 

, tal que 

       
(12) 

 A rotação da matriz nominal  durante o intervalo

 é igual ao incremento de ângulo produzido pelos desvios 

angulares de posição ,  e  em torno dos eixos X, Y 
e Z, respectivamente, os quais definem o vetor de desvio 
angular de posição [1]: 
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 O vetor 𝛿𝛿𝛿𝛿, associado à matriz antissimétrica 
(𝛿𝛿𝛩𝛩!), representa a matriz , em (12). Assim, substituindo 

 por (𝛿𝛿𝛩𝛩!) em (11) e comparando as equações (11) e 
(12), obtém-se a matriz de posição calculada: 

    
(14) 

 Da equação (14), verifica-se que o erro da matriz de 

posição  

    
(15) 

é resultado dos desvios angulares de 𝛿𝛿𝛿𝛿. 

Derivando ambos os membros de (15): 
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Expandindo o primeiro membro de (16), obtém-se 
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(9)

4. Dynamic model of navigation errors 

The error model of the navigation parameters is 
described by the dynamic equations of the position, 
velocity and attitude errors of the system, expressed 
in the navigational reference frame WA (n). The 
model is obtained through linear perturbations of the 
nominal variables of the dynamic navigation equations 
(3), (7) and (9). Considering that the perturbations 
are linear implies assuming that the error terms are 
small. Thus, the nominal variables plus small errors 
define the calculated variables that are represented 
by a superscript bar. The generic expression for the 
calculated variables is given by:

(10)▁x=x+δx

where,      is the nominal variable, ▁x  is the calculated 
value and        is the small error term.

Substituting the nominal variables of the differential 
navigation equations for the calculated variables, 
carrying out the operations with the substituted variables, 
disregarding error products and subtracting the nominal 
variables, the dynamic equations of the navigation errors 
are obtained.

4.1 Dynamic equations of position errors

The calculated position matrix is described as [1]: 

(11)

where,         represents the error of the position matrix (2).
The calculated matrix   corresponds to the matrix            
, tal que,             such that, 
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(12)

The rotation of the nominal matrix      during the 
interval Δt is equal to the angle increment produced by 
the angular position deviations     ,      and        around 
the X, Y and Z axes, respectively, which define the 
position angular deviation vector [1]:

(13)

The vector      , associated with the antisymmetric 
matrix       , represents the matrix      , in (12). Thus, 
replacing          by          in (11) and comparing the equations 
(11) and (12), we obtain the calculated position matrix:

(14)

From the equation (14), it turns out that the position 
matrix error

(15)

is a result of angular deviations      .
Deriving both members of (15):

(16)

Expanding the first member of (16), we obtain:

(17)

and expanding the second member of (17), it arrives at:

(18)
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Comparing both expanded members and 
rearranging the terms, we obtain the position error 
matrix dynamic equation,

(19)

and its equivalent in vector form

(20)

Since the error around the Z axis in the WA 
reference frame (azimuth error) is solely attributed to 
the wander angle, it is valid to assume that           , which 
implies           .

Thus, from the third component of        , in (20), 
the transport speed error on the Z axis is obtained, as,

(21)

The angular position deviations, δΘ, are due to the 
angular position errors δL, δl and δα. The relationship 
between them is obtained by substituting the calculated 
position angles (     ,     and       ) in calculated position 
matrix – first member of equation (14). Comparing 
with the error expression - second member of (14) 
–, the following relationships are generated between 
latitude, longitude and wander angle errors and 
angular position deviations:

(22.1)

(22.2)

(22.3)

4.2 Dynamic equations of speed errors 

The dynamic equations of the velocity errors are 
obtained by replacing the nominal variables in (7) with 
the calculated variables [1]:

(23)

where the calculated quantities follow the general form 
given in (10):
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 Comparando ambos os membros expandidos e 
rearranjando os termos obtém-se a equação dinâmica 
matricial do erro de posição, 
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e a sua equivalente na forma vetorial 

                          (20) 
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WA (erro de azimute) é atribuído unicamente ao wander 

angle, é válido assumir que , o que implica 

. Assim, da terceira componente de , em (20), obtém-se 
o erro da velocidade de transporte no eixo Z, como, 

                           
(21) 

 Os desvios angulares de posição, , são devidos 

aos erros angulares de posição , e . A relação entre 
eles é obtida pela substituição dos ângulos de posição 

computados ( , e ) na matriz de posição computada – 
primeiro membro da equação (14). Comparando com a 
expressão do erro – segundo membro de (14) –, geram-se as 
seguintes expressões para os erros de latitude, longitude e 
wander angle em função dos desvios angulares de posição: 
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4.2 Equações dinâmicas dos erros de velocidade 

 As equações dinâmicas dos erros de velocidade são 
obtidas substituindo as variáveis nominais em (7) pelas 
variáveis calculadas [1]: 
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onde as grandezas computadas seguem a forma geral dada 
em (10): 
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 Efetuando as multiplicações, desprezando produtos 
de erros e subtraindo a equação dinâmica de velocidade 
nominal, obtêm-se as equações diferenciais dos erros da 
velocidade [1]: 
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onde  é o vetor de desvios angulares de atitude; e 

 são os erros da velocidade de transporte e da 
velocidade angular da Terra, definidos por [1]: 
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onde  é o vetor de velocidade angular da 

Terra, e  representa a intensidade (módulo) do vetor 

velocidade angular da Terra;  é o vetor de erro dos 

acelerômetros; e é o vetor de erro da gravidade normal. 

4.3 Equações dinâmicas dos erros de atitude 
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Carrying out the multiplications, ignoring products 
of errors and subtracting the dynamic equation of the 
nominal speed, the differential equations of the speed 
errors are obtained [1]:

(25)

where, φ is the vector of angular attitude deviations; 
δωen

n and δωie
n are the errors of the Earth’s transport 

velocity and angular velocity, defined by [1]:

(26)
and

(27)

where,                   is the Earth’s angular velocity 
vector, 𝛺 represents the intensity (modulus) of the 
Earth’s angular velocity vector;    is the error vector 
of the accelerometers; and      is the normal gravity 
error vector.

4.3 Dynamic equations of attitude errors 

The attitude matrix (8) calculated is represented by:

(28)

where, φn is the vector of the angular deviations of 
attitude, obtained from the errors of the Euler angles 
δϕ, δθ and δψ. This vector is represented in the WA 
frame as:

φ=[φx  φy  φz  ]
T (29)

Analogously to the position matrix error, the 
attitude matrix error is obtained by:
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(30)

Differentiating both sides of the equation (30), 
generates:

(31)

where, the derivative     is given in (9). Replacing the 
expression (9) in (31) and proceeding with the same 
operations carried out to calculate the dynamics of 
position errors, the dynamic equations of attitude 
errors are obtained:

(32)

Or in its equivalent vector form [1]:  

(33)

The terms in parentheses correspond to the 
calculated and nominal angular velocities of the body 
in relation to the navigational frame expressed in the 
navigational frame. The speeds         and             are 
expanded as a function of the angular velocities of the 
gyroscopes [2]:

(34)

where, the calculated angular velocities of the 
gyroscopes, expressed in the reference frame of the 
body in which they are installed, are described by:

(35)

The term εb represents the vector of random errors of 
the gyroscopic measurements in the body’s reference frame.

Replacing the expressions (34) and (35) in (33) 
and manipulating the terms of the angular velocities, 
the most adequate form to represent the dynamic 
equations of the attitude errors is obtained [1]:
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 Derivando ambos os membros da equação (30): 
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onde, a derivada  é dada em (9). Substituindo a expressão 
(9) em (31), e procedendo as mesmas operações realizadas 
para o cálculo da dinâmica dos erros de posição, obtêm-se as 
equações dinâmicas dos erros de atitude: 

  (32) 

ou na sua forma vetorial equivalente [1]:  
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 Os termos entre parênteses correspondem às velocidades 
angulares calculadas e nominais do corpo em relação ao 
referencial navegacional expresso no referencial 

navegacional. As velocidades  e  são expandidas em 
função das velocidades angulares dos giroscópios [2]: 

  e      (34) 

onde as velocidades angulares calculadas dos giroscópios, 
expressas no referencial do corpo no qual estão instalados, 
são descritas por: 
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 O termo  representa o vetor de erros aleatórios 
das medidas giroscópicas no referencial do corpo. 

Substituindo as expressões (34) e (35) em (33) e 
manipulando os termos das velocidades angulares obtém-se 
a forma mais adequada para representar as equações 
dinâmicas dos erros de atitude [1]: 
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 O vetor de desvios angulares de atitude, , é 

produzido pelos erros dos ângulos de Euler ,  e e 
. A relação entre eles é obtida pela substituição dos ângulos 

de Euler calculados, , e , na matriz de atitude 
calculada – primeiro membro de (28) –, e comparando com 
a sua expressão de erro – segundo membro de (28) –, o 
resultado gera as seguintes expressões para os erros de roll, 
pitch e heading em função dos desvios angulares de atitude: 
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 O alinhamento em movimento tem por hipótese que 
todo erro de azimute é atribuído ao wander angle e, então, o 
desvio angular de atitude no eixo Z é considerado nulo:  
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5. ALINHAMENTO EM MOVIMENTO 

O processo de alinhamento pode ser realizado com o 
sistema estacionário ou em movimento. Ambos os processos 
possuem em comum a tarefa de estimar os valores iniciais 
dos parâmetros navegacionais como condições iniciais para 
os integradores das equações diferenciais de navegação. 
Estimadas as condições iniciais, as operações de integração 
e o processo de navegação podem ser inicializadas. 

No processo de alinhamento estacionário o SNIS está 
parado, então a posição inicial é conhecida, por meio de 
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velocidade inicial é fixada como zero. Quanto à atitude 
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local, e a componente horizontal da velocidade angular da 
Terra, que aponta para o norte. Combinadas as medidas dos 
acelerômetros horizontais com a referência vertical, os 
ângulos de pitch e roll iniciais são aproximadamente 
determinados. Os ângulos de pitch e roll definem a atitude 
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determina os ângulos que nivelam o sistema. Este processo 
de nivelamento é chamado de alinhamento grosseiro. 
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são projetadas no plano horizontal do referencial 
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Conhecidos os ângulos iniciais de pitch e roll, as medidas 
dos giroscópios, montados no plano horizontal do sistema, 
são projetadas no plano horizontal do referencial 
navegacional e com a componente horizontal da velocidade 
angular da Terra para determinar o ângulo inicial de heading. 
O heading inicial define o alinhamento inicial do sistema, 
propriamente dito, em relação à direção norte. Ao fim do 
alinhamento grosseiro, os ângulos iniciais de roll, pitch e 
heading são obtidos e a atitude inicial do sistema é 
aproximadamente determinada. 

Os sensores inerciais são perturbados por erros 
determinísticos e aleatórios. Os determinísticos são 
compensados, mas os aleatórios não. Os erros aleatórios dos 
giroscópios e acelerômetros propagam-se ao longo do tempo 
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The attitude angular deviation vector, δφ, is 
produced by the Euler angle errors δϕ, δθ and δψ. The 
relationship between them is obtained by substituting 
the calculated Euler angles,      ,       and     , in the 
calculated attitude matrix – first member of (28) –, 
and comparing with your error expression – second 
member of (28) –, the result generates the following 
expressions for roll, pitch and heading errors as a 
function of attitude angular deviations:

(37.1)

(37.2)

(37.3)

The alignment in movement assumes that every 
azimuth error is attributed to the wander angle and, 
consequently, the angular deviation of attitude in the 
Z axis is considered null, that is: 

(38)

5. Alignment in motion
The alignment process can be performed with the 

system stationary or in motion. Both processes have 
in common the task of estimating the initial values 
of the navigational parameters as initial conditions 
for the integrators of the differential equations of 
navigation. Once the initial conditions are estimated, 
the integration operations and the navigation process 
can be started.

In the stationary alignment process, the SNIS 
is stopped, so the initial position is known through 
astronomical references or GPS measurements and 
the initial velocity is zero. As for the initial attitude, 
the process performs the self-alignment that uses as 
references the normal gravity vector, which defines 
the local vertical, and the horizontal component of the 
Earth’s angular velocity, which points to the North. 

 

 
6                 REVISTA MILITAR DE CIÊNCIA E TECNOLOGIA  

 

 Derivando ambos os membros da equação (30): 

       
(31) 

onde, a derivada  é dada em (9). Substituindo a expressão 
(9) em (31), e procedendo as mesmas operações realizadas 
para o cálculo da dinâmica dos erros de posição, obtêm-se as 
equações dinâmicas dos erros de atitude: 

  (32) 

ou na sua forma vetorial equivalente [1]:  

       
(33) 

 Os termos entre parênteses correspondem às velocidades 
angulares calculadas e nominais do corpo em relação ao 
referencial navegacional expresso no referencial 

navegacional. As velocidades  e  são expandidas em 
função das velocidades angulares dos giroscópios [2]: 

  e      (34) 

onde as velocidades angulares calculadas dos giroscópios, 
expressas no referencial do corpo no qual estão instalados, 
são descritas por: 

             (35) 

 O termo  representa o vetor de erros aleatórios 
das medidas giroscópicas no referencial do corpo. 

Substituindo as expressões (34) e (35) em (33) e 
manipulando os termos das velocidades angulares obtém-se 
a forma mais adequada para representar as equações 
dinâmicas dos erros de atitude [1]: 
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 O vetor de desvios angulares de atitude, , é 

produzido pelos erros dos ângulos de Euler ,  e e 
. A relação entre eles é obtida pela substituição dos ângulos 

de Euler calculados, , e , na matriz de atitude 
calculada – primeiro membro de (28) –, e comparando com 
a sua expressão de erro – segundo membro de (28) –, o 
resultado gera as seguintes expressões para os erros de roll, 
pitch e heading em função dos desvios angulares de atitude: 
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 O alinhamento em movimento tem por hipótese que 
todo erro de azimute é atribuído ao wander angle e, então, o 
desvio angular de atitude no eixo Z é considerado nulo:  

 
.      
(38) 

5. ALINHAMENTO EM MOVIMENTO 

O processo de alinhamento pode ser realizado com o 
sistema estacionário ou em movimento. Ambos os processos 
possuem em comum a tarefa de estimar os valores iniciais 
dos parâmetros navegacionais como condições iniciais para 
os integradores das equações diferenciais de navegação. 
Estimadas as condições iniciais, as operações de integração 
e o processo de navegação podem ser inicializadas. 

No processo de alinhamento estacionário o SNIS está 
parado, então a posição inicial é conhecida, por meio de 
referências astronômicas ou de medidas do GPS, e a 
velocidade inicial é fixada como zero. Quanto à atitude 
inicial, o processo executa o auto alinhamento que usa como 
referências o vetor da gravidade normal, que define a vertical 
local, e a componente horizontal da velocidade angular da 
Terra, que aponta para o norte. Combinadas as medidas dos 
acelerômetros horizontais com a referência vertical, os 
ângulos de pitch e roll iniciais são aproximadamente 
determinados. Os ângulos de pitch e roll definem a atitude 
inicial do SNIS em relação ao plano horizontal local, o que 
determina os ângulos que nivelam o sistema. Este processo 
de nivelamento é chamado de alinhamento grosseiro. 
Conhecidos os ângulos iniciais de pitch e roll, as medidas 
dos giroscópios, montados no plano horizontal do sistema, 
são projetadas no plano horizontal do referencial 
navegacional e com a componente horizontal da velocidade 
angular da Terra para determinar o ângulo inicial de heading. 
O heading inicial define o alinhamento inicial do sistema, 
propriamente dito, em relação à direção norte. Ao fim do 
alinhamento grosseiro, os ângulos iniciais de roll, pitch e 
heading são obtidos e a atitude inicial do sistema é 
aproximadamente determinada. 

Os sensores inerciais são perturbados por erros 
determinísticos e aleatórios. Os determinísticos são 
compensados, mas os aleatórios não. Os erros aleatórios dos 
giroscópios e acelerômetros propagam-se ao longo do tempo 
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 Derivando ambos os membros da equação (30): 
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onde, a derivada  é dada em (9). Substituindo a expressão 
(9) em (31), e procedendo as mesmas operações realizadas 
para o cálculo da dinâmica dos erros de posição, obtêm-se as 
equações dinâmicas dos erros de atitude: 
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ou na sua forma vetorial equivalente [1]:  
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 Os termos entre parênteses correspondem às velocidades 
angulares calculadas e nominais do corpo em relação ao 
referencial navegacional expresso no referencial 

navegacional. As velocidades  e  são expandidas em 
função das velocidades angulares dos giroscópios [2]: 
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onde as velocidades angulares calculadas dos giroscópios, 
expressas no referencial do corpo no qual estão instalados, 
são descritas por: 
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 O termo  representa o vetor de erros aleatórios 
das medidas giroscópicas no referencial do corpo. 

Substituindo as expressões (34) e (35) em (33) e 
manipulando os termos das velocidades angulares obtém-se 
a forma mais adequada para representar as equações 
dinâmicas dos erros de atitude [1]: 
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 O vetor de desvios angulares de atitude, , é 

produzido pelos erros dos ângulos de Euler ,  e e 
. A relação entre eles é obtida pela substituição dos ângulos 

de Euler calculados, , e , na matriz de atitude 
calculada – primeiro membro de (28) –, e comparando com 
a sua expressão de erro – segundo membro de (28) –, o 
resultado gera as seguintes expressões para os erros de roll, 
pitch e heading em função dos desvios angulares de atitude: 
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 O alinhamento em movimento tem por hipótese que 
todo erro de azimute é atribuído ao wander angle e, então, o 
desvio angular de atitude no eixo Z é considerado nulo:  
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5. ALINHAMENTO EM MOVIMENTO 

O processo de alinhamento pode ser realizado com o 
sistema estacionário ou em movimento. Ambos os processos 
possuem em comum a tarefa de estimar os valores iniciais 
dos parâmetros navegacionais como condições iniciais para 
os integradores das equações diferenciais de navegação. 
Estimadas as condições iniciais, as operações de integração 
e o processo de navegação podem ser inicializadas. 

No processo de alinhamento estacionário o SNIS está 
parado, então a posição inicial é conhecida, por meio de 
referências astronômicas ou de medidas do GPS, e a 
velocidade inicial é fixada como zero. Quanto à atitude 
inicial, o processo executa o auto alinhamento que usa como 
referências o vetor da gravidade normal, que define a vertical 
local, e a componente horizontal da velocidade angular da 
Terra, que aponta para o norte. Combinadas as medidas dos 
acelerômetros horizontais com a referência vertical, os 
ângulos de pitch e roll iniciais são aproximadamente 
determinados. Os ângulos de pitch e roll definem a atitude 
inicial do SNIS em relação ao plano horizontal local, o que 
determina os ângulos que nivelam o sistema. Este processo 
de nivelamento é chamado de alinhamento grosseiro. 
Conhecidos os ângulos iniciais de pitch e roll, as medidas 
dos giroscópios, montados no plano horizontal do sistema, 
são projetadas no plano horizontal do referencial 
navegacional e com a componente horizontal da velocidade 
angular da Terra para determinar o ângulo inicial de heading. 
O heading inicial define o alinhamento inicial do sistema, 
propriamente dito, em relação à direção norte. Ao fim do 
alinhamento grosseiro, os ângulos iniciais de roll, pitch e 
heading são obtidos e a atitude inicial do sistema é 
aproximadamente determinada. 

Os sensores inerciais são perturbados por erros 
determinísticos e aleatórios. Os determinísticos são 
compensados, mas os aleatórios não. Os erros aleatórios dos 
giroscópios e acelerômetros propagam-se ao longo do tempo 
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 Derivando ambos os membros da equação (30): 
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onde, a derivada  é dada em (9). Substituindo a expressão 
(9) em (31), e procedendo as mesmas operações realizadas 
para o cálculo da dinâmica dos erros de posição, obtêm-se as 
equações dinâmicas dos erros de atitude: 
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ou na sua forma vetorial equivalente [1]:  

       
(33) 

 Os termos entre parênteses correspondem às velocidades 
angulares calculadas e nominais do corpo em relação ao 
referencial navegacional expresso no referencial 

navegacional. As velocidades  e  são expandidas em 
função das velocidades angulares dos giroscópios [2]: 

  e      (34) 

onde as velocidades angulares calculadas dos giroscópios, 
expressas no referencial do corpo no qual estão instalados, 
são descritas por: 

             (35) 

 O termo  representa o vetor de erros aleatórios 
das medidas giroscópicas no referencial do corpo. 

Substituindo as expressões (34) e (35) em (33) e 
manipulando os termos das velocidades angulares obtém-se 
a forma mais adequada para representar as equações 
dinâmicas dos erros de atitude [1]: 
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 O vetor de desvios angulares de atitude, , é 

produzido pelos erros dos ângulos de Euler ,  e e 
. A relação entre eles é obtida pela substituição dos ângulos 

de Euler calculados, , e , na matriz de atitude 
calculada – primeiro membro de (28) –, e comparando com 
a sua expressão de erro – segundo membro de (28) –, o 
resultado gera as seguintes expressões para os erros de roll, 
pitch e heading em função dos desvios angulares de atitude: 
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(37.3) 

 O alinhamento em movimento tem por hipótese que 
todo erro de azimute é atribuído ao wander angle e, então, o 
desvio angular de atitude no eixo Z é considerado nulo:  
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5. ALINHAMENTO EM MOVIMENTO 

O processo de alinhamento pode ser realizado com o 
sistema estacionário ou em movimento. Ambos os processos 
possuem em comum a tarefa de estimar os valores iniciais 
dos parâmetros navegacionais como condições iniciais para 
os integradores das equações diferenciais de navegação. 
Estimadas as condições iniciais, as operações de integração 
e o processo de navegação podem ser inicializadas. 

No processo de alinhamento estacionário o SNIS está 
parado, então a posição inicial é conhecida, por meio de 
referências astronômicas ou de medidas do GPS, e a 
velocidade inicial é fixada como zero. Quanto à atitude 
inicial, o processo executa o auto alinhamento que usa como 
referências o vetor da gravidade normal, que define a vertical 
local, e a componente horizontal da velocidade angular da 
Terra, que aponta para o norte. Combinadas as medidas dos 
acelerômetros horizontais com a referência vertical, os 
ângulos de pitch e roll iniciais são aproximadamente 
determinados. Os ângulos de pitch e roll definem a atitude 
inicial do SNIS em relação ao plano horizontal local, o que 
determina os ângulos que nivelam o sistema. Este processo 
de nivelamento é chamado de alinhamento grosseiro. 
Conhecidos os ângulos iniciais de pitch e roll, as medidas 
dos giroscópios, montados no plano horizontal do sistema, 
são projetadas no plano horizontal do referencial 
navegacional e com a componente horizontal da velocidade 
angular da Terra para determinar o ângulo inicial de heading. 
O heading inicial define o alinhamento inicial do sistema, 
propriamente dito, em relação à direção norte. Ao fim do 
alinhamento grosseiro, os ângulos iniciais de roll, pitch e 
heading são obtidos e a atitude inicial do sistema é 
aproximadamente determinada. 

Os sensores inerciais são perturbados por erros 
determinísticos e aleatórios. Os determinísticos são 
compensados, mas os aleatórios não. Os erros aleatórios dos 
giroscópios e acelerômetros propagam-se ao longo do tempo 
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 Derivando ambos os membros da equação (30): 
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onde, a derivada  é dada em (9). Substituindo a expressão 
(9) em (31), e procedendo as mesmas operações realizadas 
para o cálculo da dinâmica dos erros de posição, obtêm-se as 
equações dinâmicas dos erros de atitude: 
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ou na sua forma vetorial equivalente [1]:  
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 Os termos entre parênteses correspondem às velocidades 
angulares calculadas e nominais do corpo em relação ao 
referencial navegacional expresso no referencial 

navegacional. As velocidades  e  são expandidas em 
função das velocidades angulares dos giroscópios [2]: 

  e      (34) 

onde as velocidades angulares calculadas dos giroscópios, 
expressas no referencial do corpo no qual estão instalados, 
são descritas por: 
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 O termo  representa o vetor de erros aleatórios 
das medidas giroscópicas no referencial do corpo. 

Substituindo as expressões (34) e (35) em (33) e 
manipulando os termos das velocidades angulares obtém-se 
a forma mais adequada para representar as equações 
dinâmicas dos erros de atitude [1]: 
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 O vetor de desvios angulares de atitude, , é 

produzido pelos erros dos ângulos de Euler ,  e e 
. A relação entre eles é obtida pela substituição dos ângulos 

de Euler calculados, , e , na matriz de atitude 
calculada – primeiro membro de (28) –, e comparando com 
a sua expressão de erro – segundo membro de (28) –, o 
resultado gera as seguintes expressões para os erros de roll, 
pitch e heading em função dos desvios angulares de atitude: 
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 O alinhamento em movimento tem por hipótese que 
todo erro de azimute é atribuído ao wander angle e, então, o 
desvio angular de atitude no eixo Z é considerado nulo:  
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5. ALINHAMENTO EM MOVIMENTO 

O processo de alinhamento pode ser realizado com o 
sistema estacionário ou em movimento. Ambos os processos 
possuem em comum a tarefa de estimar os valores iniciais 
dos parâmetros navegacionais como condições iniciais para 
os integradores das equações diferenciais de navegação. 
Estimadas as condições iniciais, as operações de integração 
e o processo de navegação podem ser inicializadas. 

No processo de alinhamento estacionário o SNIS está 
parado, então a posição inicial é conhecida, por meio de 
referências astronômicas ou de medidas do GPS, e a 
velocidade inicial é fixada como zero. Quanto à atitude 
inicial, o processo executa o auto alinhamento que usa como 
referências o vetor da gravidade normal, que define a vertical 
local, e a componente horizontal da velocidade angular da 
Terra, que aponta para o norte. Combinadas as medidas dos 
acelerômetros horizontais com a referência vertical, os 
ângulos de pitch e roll iniciais são aproximadamente 
determinados. Os ângulos de pitch e roll definem a atitude 
inicial do SNIS em relação ao plano horizontal local, o que 
determina os ângulos que nivelam o sistema. Este processo 
de nivelamento é chamado de alinhamento grosseiro. 
Conhecidos os ângulos iniciais de pitch e roll, as medidas 
dos giroscópios, montados no plano horizontal do sistema, 
são projetadas no plano horizontal do referencial 
navegacional e com a componente horizontal da velocidade 
angular da Terra para determinar o ângulo inicial de heading. 
O heading inicial define o alinhamento inicial do sistema, 
propriamente dito, em relação à direção norte. Ao fim do 
alinhamento grosseiro, os ângulos iniciais de roll, pitch e 
heading são obtidos e a atitude inicial do sistema é 
aproximadamente determinada. 

Os sensores inerciais são perturbados por erros 
determinísticos e aleatórios. Os determinísticos são 
compensados, mas os aleatórios não. Os erros aleatórios dos 
giroscópios e acelerômetros propagam-se ao longo do tempo 
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onde, a derivada  é dada em (9). Substituindo a expressão 
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equações dinâmicas dos erros de atitude: 
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navegacional. As velocidades  e  são expandidas em 
função das velocidades angulares dos giroscópios [2]: 
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onde as velocidades angulares calculadas dos giroscópios, 
expressas no referencial do corpo no qual estão instalados, 
são descritas por: 
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 O termo  representa o vetor de erros aleatórios 
das medidas giroscópicas no referencial do corpo. 

Substituindo as expressões (34) e (35) em (33) e 
manipulando os termos das velocidades angulares obtém-se 
a forma mais adequada para representar as equações 
dinâmicas dos erros de atitude [1]: 
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 O vetor de desvios angulares de atitude, , é 

produzido pelos erros dos ângulos de Euler ,  e e 
. A relação entre eles é obtida pela substituição dos ângulos 

de Euler calculados, , e , na matriz de atitude 
calculada – primeiro membro de (28) –, e comparando com 
a sua expressão de erro – segundo membro de (28) –, o 
resultado gera as seguintes expressões para os erros de roll, 
pitch e heading em função dos desvios angulares de atitude: 
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 O alinhamento em movimento tem por hipótese que 
todo erro de azimute é atribuído ao wander angle e, então, o 
desvio angular de atitude no eixo Z é considerado nulo:  
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5. ALINHAMENTO EM MOVIMENTO 

O processo de alinhamento pode ser realizado com o 
sistema estacionário ou em movimento. Ambos os processos 
possuem em comum a tarefa de estimar os valores iniciais 
dos parâmetros navegacionais como condições iniciais para 
os integradores das equações diferenciais de navegação. 
Estimadas as condições iniciais, as operações de integração 
e o processo de navegação podem ser inicializadas. 

No processo de alinhamento estacionário o SNIS está 
parado, então a posição inicial é conhecida, por meio de 
referências astronômicas ou de medidas do GPS, e a 
velocidade inicial é fixada como zero. Quanto à atitude 
inicial, o processo executa o auto alinhamento que usa como 
referências o vetor da gravidade normal, que define a vertical 
local, e a componente horizontal da velocidade angular da 
Terra, que aponta para o norte. Combinadas as medidas dos 
acelerômetros horizontais com a referência vertical, os 
ângulos de pitch e roll iniciais são aproximadamente 
determinados. Os ângulos de pitch e roll definem a atitude 
inicial do SNIS em relação ao plano horizontal local, o que 
determina os ângulos que nivelam o sistema. Este processo 
de nivelamento é chamado de alinhamento grosseiro. 
Conhecidos os ângulos iniciais de pitch e roll, as medidas 
dos giroscópios, montados no plano horizontal do sistema, 
são projetadas no plano horizontal do referencial 
navegacional e com a componente horizontal da velocidade 
angular da Terra para determinar o ângulo inicial de heading. 
O heading inicial define o alinhamento inicial do sistema, 
propriamente dito, em relação à direção norte. Ao fim do 
alinhamento grosseiro, os ângulos iniciais de roll, pitch e 
heading são obtidos e a atitude inicial do sistema é 
aproximadamente determinada. 

Os sensores inerciais são perturbados por erros 
determinísticos e aleatórios. Os determinísticos são 
compensados, mas os aleatórios não. Os erros aleatórios dos 
giroscópios e acelerômetros propagam-se ao longo do tempo 
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 Derivando ambos os membros da equação (30): 

       
(31) 

onde, a derivada  é dada em (9). Substituindo a expressão 
(9) em (31), e procedendo as mesmas operações realizadas 
para o cálculo da dinâmica dos erros de posição, obtêm-se as 
equações dinâmicas dos erros de atitude: 

  (32) 

ou na sua forma vetorial equivalente [1]:  

       
(33) 

 Os termos entre parênteses correspondem às velocidades 
angulares calculadas e nominais do corpo em relação ao 
referencial navegacional expresso no referencial 

navegacional. As velocidades  e  são expandidas em 
função das velocidades angulares dos giroscópios [2]: 

  e      (34) 

onde as velocidades angulares calculadas dos giroscópios, 
expressas no referencial do corpo no qual estão instalados, 
são descritas por: 

             (35) 

 O termo  representa o vetor de erros aleatórios 
das medidas giroscópicas no referencial do corpo. 

Substituindo as expressões (34) e (35) em (33) e 
manipulando os termos das velocidades angulares obtém-se 
a forma mais adequada para representar as equações 
dinâmicas dos erros de atitude [1]: 

       
(36) 

 O vetor de desvios angulares de atitude, , é 

produzido pelos erros dos ângulos de Euler ,  e e 
. A relação entre eles é obtida pela substituição dos ângulos 

de Euler calculados, , e , na matriz de atitude 
calculada – primeiro membro de (28) –, e comparando com 
a sua expressão de erro – segundo membro de (28) –, o 
resultado gera as seguintes expressões para os erros de roll, 
pitch e heading em função dos desvios angulares de atitude: 
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(37.3) 

 O alinhamento em movimento tem por hipótese que 
todo erro de azimute é atribuído ao wander angle e, então, o 
desvio angular de atitude no eixo Z é considerado nulo:  
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5. ALINHAMENTO EM MOVIMENTO 

O processo de alinhamento pode ser realizado com o 
sistema estacionário ou em movimento. Ambos os processos 
possuem em comum a tarefa de estimar os valores iniciais 
dos parâmetros navegacionais como condições iniciais para 
os integradores das equações diferenciais de navegação. 
Estimadas as condições iniciais, as operações de integração 
e o processo de navegação podem ser inicializadas. 

No processo de alinhamento estacionário o SNIS está 
parado, então a posição inicial é conhecida, por meio de 
referências astronômicas ou de medidas do GPS, e a 
velocidade inicial é fixada como zero. Quanto à atitude 
inicial, o processo executa o auto alinhamento que usa como 
referências o vetor da gravidade normal, que define a vertical 
local, e a componente horizontal da velocidade angular da 
Terra, que aponta para o norte. Combinadas as medidas dos 
acelerômetros horizontais com a referência vertical, os 
ângulos de pitch e roll iniciais são aproximadamente 
determinados. Os ângulos de pitch e roll definem a atitude 
inicial do SNIS em relação ao plano horizontal local, o que 
determina os ângulos que nivelam o sistema. Este processo 
de nivelamento é chamado de alinhamento grosseiro. 
Conhecidos os ângulos iniciais de pitch e roll, as medidas 
dos giroscópios, montados no plano horizontal do sistema, 
são projetadas no plano horizontal do referencial 
navegacional e com a componente horizontal da velocidade 
angular da Terra para determinar o ângulo inicial de heading. 
O heading inicial define o alinhamento inicial do sistema, 
propriamente dito, em relação à direção norte. Ao fim do 
alinhamento grosseiro, os ângulos iniciais de roll, pitch e 
heading são obtidos e a atitude inicial do sistema é 
aproximadamente determinada. 

Os sensores inerciais são perturbados por erros 
determinísticos e aleatórios. Os determinísticos são 
compensados, mas os aleatórios não. Os erros aleatórios dos 
giroscópios e acelerômetros propagam-se ao longo do tempo 
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onde, a derivada  é dada em (9). Substituindo a expressão 
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função das velocidades angulares dos giroscópios [2]: 
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a forma mais adequada para representar as equações 
dinâmicas dos erros de atitude [1]: 
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 O vetor de desvios angulares de atitude, , é 

produzido pelos erros dos ângulos de Euler ,  e e 
. A relação entre eles é obtida pela substituição dos ângulos 

de Euler calculados, , e , na matriz de atitude 
calculada – primeiro membro de (28) –, e comparando com 
a sua expressão de erro – segundo membro de (28) –, o 
resultado gera as seguintes expressões para os erros de roll, 
pitch e heading em função dos desvios angulares de atitude: 

  
 (37.1) 

                              
(37.2) 

                
(37.3) 

 O alinhamento em movimento tem por hipótese que 
todo erro de azimute é atribuído ao wander angle e, então, o 
desvio angular de atitude no eixo Z é considerado nulo:  
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5. ALINHAMENTO EM MOVIMENTO 

O processo de alinhamento pode ser realizado com o 
sistema estacionário ou em movimento. Ambos os processos 
possuem em comum a tarefa de estimar os valores iniciais 
dos parâmetros navegacionais como condições iniciais para 
os integradores das equações diferenciais de navegação. 
Estimadas as condições iniciais, as operações de integração 
e o processo de navegação podem ser inicializadas. 

No processo de alinhamento estacionário o SNIS está 
parado, então a posição inicial é conhecida, por meio de 
referências astronômicas ou de medidas do GPS, e a 
velocidade inicial é fixada como zero. Quanto à atitude 
inicial, o processo executa o auto alinhamento que usa como 
referências o vetor da gravidade normal, que define a vertical 
local, e a componente horizontal da velocidade angular da 
Terra, que aponta para o norte. Combinadas as medidas dos 
acelerômetros horizontais com a referência vertical, os 
ângulos de pitch e roll iniciais são aproximadamente 
determinados. Os ângulos de pitch e roll definem a atitude 
inicial do SNIS em relação ao plano horizontal local, o que 
determina os ângulos que nivelam o sistema. Este processo 
de nivelamento é chamado de alinhamento grosseiro. 
Conhecidos os ângulos iniciais de pitch e roll, as medidas 
dos giroscópios, montados no plano horizontal do sistema, 
são projetadas no plano horizontal do referencial 
navegacional e com a componente horizontal da velocidade 
angular da Terra para determinar o ângulo inicial de heading. 
O heading inicial define o alinhamento inicial do sistema, 
propriamente dito, em relação à direção norte. Ao fim do 
alinhamento grosseiro, os ângulos iniciais de roll, pitch e 
heading são obtidos e a atitude inicial do sistema é 
aproximadamente determinada. 

Os sensores inerciais são perturbados por erros 
determinísticos e aleatórios. Os determinísticos são 
compensados, mas os aleatórios não. Os erros aleatórios dos 
giroscópios e acelerômetros propagam-se ao longo do tempo 
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onde, a derivada  é dada em (9). Substituindo a expressão 
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equações dinâmicas dos erros de atitude: 
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navegacional. As velocidades  e  são expandidas em 
função das velocidades angulares dos giroscópios [2]: 
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onde as velocidades angulares calculadas dos giroscópios, 
expressas no referencial do corpo no qual estão instalados, 
são descritas por: 
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 O termo  representa o vetor de erros aleatórios 
das medidas giroscópicas no referencial do corpo. 

Substituindo as expressões (34) e (35) em (33) e 
manipulando os termos das velocidades angulares obtém-se 
a forma mais adequada para representar as equações 
dinâmicas dos erros de atitude [1]: 
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 O vetor de desvios angulares de atitude, , é 

produzido pelos erros dos ângulos de Euler ,  e e 
. A relação entre eles é obtida pela substituição dos ângulos 

de Euler calculados, , e , na matriz de atitude 
calculada – primeiro membro de (28) –, e comparando com 
a sua expressão de erro – segundo membro de (28) –, o 
resultado gera as seguintes expressões para os erros de roll, 
pitch e heading em função dos desvios angulares de atitude: 
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 O alinhamento em movimento tem por hipótese que 
todo erro de azimute é atribuído ao wander angle e, então, o 
desvio angular de atitude no eixo Z é considerado nulo:  
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5. ALINHAMENTO EM MOVIMENTO 

O processo de alinhamento pode ser realizado com o 
sistema estacionário ou em movimento. Ambos os processos 
possuem em comum a tarefa de estimar os valores iniciais 
dos parâmetros navegacionais como condições iniciais para 
os integradores das equações diferenciais de navegação. 
Estimadas as condições iniciais, as operações de integração 
e o processo de navegação podem ser inicializadas. 

No processo de alinhamento estacionário o SNIS está 
parado, então a posição inicial é conhecida, por meio de 
referências astronômicas ou de medidas do GPS, e a 
velocidade inicial é fixada como zero. Quanto à atitude 
inicial, o processo executa o auto alinhamento que usa como 
referências o vetor da gravidade normal, que define a vertical 
local, e a componente horizontal da velocidade angular da 
Terra, que aponta para o norte. Combinadas as medidas dos 
acelerômetros horizontais com a referência vertical, os 
ângulos de pitch e roll iniciais são aproximadamente 
determinados. Os ângulos de pitch e roll definem a atitude 
inicial do SNIS em relação ao plano horizontal local, o que 
determina os ângulos que nivelam o sistema. Este processo 
de nivelamento é chamado de alinhamento grosseiro. 
Conhecidos os ângulos iniciais de pitch e roll, as medidas 
dos giroscópios, montados no plano horizontal do sistema, 
são projetadas no plano horizontal do referencial 
navegacional e com a componente horizontal da velocidade 
angular da Terra para determinar o ângulo inicial de heading. 
O heading inicial define o alinhamento inicial do sistema, 
propriamente dito, em relação à direção norte. Ao fim do 
alinhamento grosseiro, os ângulos iniciais de roll, pitch e 
heading são obtidos e a atitude inicial do sistema é 
aproximadamente determinada. 

Os sensores inerciais são perturbados por erros 
determinísticos e aleatórios. Os determinísticos são 
compensados, mas os aleatórios não. Os erros aleatórios dos 
giroscópios e acelerômetros propagam-se ao longo do tempo 
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onde, a derivada  é dada em (9). Substituindo a expressão 
(9) em (31), e procedendo as mesmas operações realizadas 
para o cálculo da dinâmica dos erros de posição, obtêm-se as 
equações dinâmicas dos erros de atitude: 
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ou na sua forma vetorial equivalente [1]:  
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 Os termos entre parênteses correspondem às velocidades 
angulares calculadas e nominais do corpo em relação ao 
referencial navegacional expresso no referencial 

navegacional. As velocidades  e  são expandidas em 
função das velocidades angulares dos giroscópios [2]: 

  e      (34) 

onde as velocidades angulares calculadas dos giroscópios, 
expressas no referencial do corpo no qual estão instalados, 
são descritas por: 

             (35) 

 O termo  representa o vetor de erros aleatórios 
das medidas giroscópicas no referencial do corpo. 

Substituindo as expressões (34) e (35) em (33) e 
manipulando os termos das velocidades angulares obtém-se 
a forma mais adequada para representar as equações 
dinâmicas dos erros de atitude [1]: 
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 O vetor de desvios angulares de atitude, , é 

produzido pelos erros dos ângulos de Euler ,  e e 
. A relação entre eles é obtida pela substituição dos ângulos 

de Euler calculados, , e , na matriz de atitude 
calculada – primeiro membro de (28) –, e comparando com 
a sua expressão de erro – segundo membro de (28) –, o 
resultado gera as seguintes expressões para os erros de roll, 
pitch e heading em função dos desvios angulares de atitude: 
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 O alinhamento em movimento tem por hipótese que 
todo erro de azimute é atribuído ao wander angle e, então, o 
desvio angular de atitude no eixo Z é considerado nulo:  
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5. ALINHAMENTO EM MOVIMENTO 

O processo de alinhamento pode ser realizado com o 
sistema estacionário ou em movimento. Ambos os processos 
possuem em comum a tarefa de estimar os valores iniciais 
dos parâmetros navegacionais como condições iniciais para 
os integradores das equações diferenciais de navegação. 
Estimadas as condições iniciais, as operações de integração 
e o processo de navegação podem ser inicializadas. 

No processo de alinhamento estacionário o SNIS está 
parado, então a posição inicial é conhecida, por meio de 
referências astronômicas ou de medidas do GPS, e a 
velocidade inicial é fixada como zero. Quanto à atitude 
inicial, o processo executa o auto alinhamento que usa como 
referências o vetor da gravidade normal, que define a vertical 
local, e a componente horizontal da velocidade angular da 
Terra, que aponta para o norte. Combinadas as medidas dos 
acelerômetros horizontais com a referência vertical, os 
ângulos de pitch e roll iniciais são aproximadamente 
determinados. Os ângulos de pitch e roll definem a atitude 
inicial do SNIS em relação ao plano horizontal local, o que 
determina os ângulos que nivelam o sistema. Este processo 
de nivelamento é chamado de alinhamento grosseiro. 
Conhecidos os ângulos iniciais de pitch e roll, as medidas 
dos giroscópios, montados no plano horizontal do sistema, 
são projetadas no plano horizontal do referencial 
navegacional e com a componente horizontal da velocidade 
angular da Terra para determinar o ângulo inicial de heading. 
O heading inicial define o alinhamento inicial do sistema, 
propriamente dito, em relação à direção norte. Ao fim do 
alinhamento grosseiro, os ângulos iniciais de roll, pitch e 
heading são obtidos e a atitude inicial do sistema é 
aproximadamente determinada. 

Os sensores inerciais são perturbados por erros 
determinísticos e aleatórios. Os determinísticos são 
compensados, mas os aleatórios não. Os erros aleatórios dos 
giroscópios e acelerômetros propagam-se ao longo do tempo 
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equações dinâmicas dos erros de atitude: 
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navegacional. As velocidades  e  são expandidas em 
função das velocidades angulares dos giroscópios [2]: 
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onde as velocidades angulares calculadas dos giroscópios, 
expressas no referencial do corpo no qual estão instalados, 
são descritas por: 
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 O termo  representa o vetor de erros aleatórios 
das medidas giroscópicas no referencial do corpo. 

Substituindo as expressões (34) e (35) em (33) e 
manipulando os termos das velocidades angulares obtém-se 
a forma mais adequada para representar as equações 
dinâmicas dos erros de atitude [1]: 
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 O vetor de desvios angulares de atitude, , é 

produzido pelos erros dos ângulos de Euler ,  e e 
. A relação entre eles é obtida pela substituição dos ângulos 

de Euler calculados, , e , na matriz de atitude 
calculada – primeiro membro de (28) –, e comparando com 
a sua expressão de erro – segundo membro de (28) –, o 
resultado gera as seguintes expressões para os erros de roll, 
pitch e heading em função dos desvios angulares de atitude: 
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 O alinhamento em movimento tem por hipótese que 
todo erro de azimute é atribuído ao wander angle e, então, o 
desvio angular de atitude no eixo Z é considerado nulo:  
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5. ALINHAMENTO EM MOVIMENTO 

O processo de alinhamento pode ser realizado com o 
sistema estacionário ou em movimento. Ambos os processos 
possuem em comum a tarefa de estimar os valores iniciais 
dos parâmetros navegacionais como condições iniciais para 
os integradores das equações diferenciais de navegação. 
Estimadas as condições iniciais, as operações de integração 
e o processo de navegação podem ser inicializadas. 

No processo de alinhamento estacionário o SNIS está 
parado, então a posição inicial é conhecida, por meio de 
referências astronômicas ou de medidas do GPS, e a 
velocidade inicial é fixada como zero. Quanto à atitude 
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Combined with the measurements from the horizontal 
accelerometers with the vertical reference, the initial 
pitch and roll angles are approximately determined. 
The pitch and roll angles define the initial attitude 
of the SNIS in relation to the local horizontal plane, 
which determines the angles that level the system. 
This leveling process is called coarse alignment. 
Once the initial pitch and roll angles are known, the 
resulting measurements of the gyroscopes, mounted 
on the system’s horizontal plane, are projected onto 
the horizontal plane of the navigational reference 
frame and compared with the horizontal component 
of Earth’s angular velocity to determine the initial 
heading angle. The initial heading defines the initial 
alignment of the system itself, in relation to the North 
direction. At the end of the rough alignment, the 
initial roll, pitch and heading angles are obtained 
and the initial attitude of the system is approximately 
determined.

Inertial sensors are disturbed by deterministic and 
random errors. Deterministic ones are compensated, 
and random ones are estimated and then compensated. 
The random errors of gyroscopes and accelerometers 
propagate over time in calculating position, velocity 
and attitude. Thus, it becomes necessary to use a 
method that estimates the errors of the system’s 
navigational variables. Once the estimated errors are 
known, they are used to correct the calculated values, 
refining the leveling and alignment obtained in the 
coarse alignment phase. This process is known as fine 
alignment and the estimation is commonly done using 
an FK.

Both in moving and stationary alignment, the 
position and initial speeds of the system, in the 
geographic navigational reference (g), are obtained by 
the use of auxiliary sensors. The external measurements 
of position and velocities are also disturbed by random 
errors and if they were used directly as information of 
the initial conditions of the differential equations (3) 
and (7), without the alignment process, they introduced 
errors in the integration operations of the equations, 
which would increase over time. The measurements 
of the position and velocity sensors are used in the 
observation of the error states of position and velocity 

of the FK applied in the alignment processes. As for 
the initial attitude, references to the local gravity vector 
and the horizontal component of Earth’s angular 
velocity are lost during system motion, and with no 
auxiliary sensors to measure roll, pitch and heading 
angles, cannot correctly start the attitude matrix 
differential equation integration operation (9), due to 
lack of information on the initial attitude conditions.

To perform the alignment in motion, new 
hypotheses need to be established to overcome the lack 
of information on the initial attitude of the system.

In the movement alignment process, wander 
azimuth mechanization is adopted for the navigational 
reference. The position aid measures the position 
variables in the geographic navigational frame (g); 
thus, the latitude, longitude, and altitude are known, 
but the wander angle is unknown. Consequently, the 
position matrix (2) can be partially initialized. Velocity 
aids measure the initial velocities of the system, so the 
initial conditions of the differential velocity equations 
(7) are known and the integration process can be 
started. With no attitude assist sensors and with the 
loss of references for the initial attitude calculation, the 
initial roll, pitch and heading angles are unknown; So, 
the attitude matrix (8) cannot be initialized.

To solve the position and attitude initialization 
problem, the following hypotheses are established:

1.	 it is assumed that the initial attitude angles are 
all zero; With this hypothesis, the attitude matrix Cb

n is 
initialized as an identity matrix;
2.	 it is assumed that the initial wander angle is zero, 
even though there is the possibility of a large azimuth 
error, up to 180°; with this assumption the position 
matrix Ce

n  can be initialized;
3.	 it is assumed that there are no attitude assist 
sensors;
4.	 it is assumed that the vehicle maintains a constant 
linear velocity in the longitudinal direction Xb and 
zero in the directions Yb and Zb, of the body reference 
(b), as well as the null heading angle, ψ=0.
Adopting hypotheses i and ii and using position and 

velocity sensors, the dynamic equations (3), (7) and 
(9) are initialized and can be numerically integrated. 
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However, as system states will have significant errors, 
a new system error model is proposed to include 
large azimuth errors to be used in the FK structure. 
Based on hypothesis iii, the measures of the attitude 
angles cannot be obtained, which implies that the 
observations of the states of the FK attitude errors 
are not carried out. To work around this problem, 
hypothesis iv ensures that, using altitude/heave and 
accelerometer measurements, it is possible to observe 
the vehicle’s roll and pitch angles.

Since the roll and pitch angles are observed, as 
measured by attitude-aid sensors (magnetometers, for 
example), the repeatability biases of accelerometers 
and gyroscopes can be observed indirectly from 
attitude measurements.

The objective of the moving alignment algorithm, 
using the new FK structure, is to estimate the position, 
velocities, repeatability biases of the inertial sensors, 
attitude and wander angle errors from the possibility 
of large roll, pitch and wander angle errors, to 
correct the navigational parameters computed 
by integrating the dynamic alignment equations. 
This algorithm that handles large azimuth errors 
performs a process called coarse alignment.

Based on hypothesis ii, the idea is to associate 
the large azimuth errors with the errors of the 
trigonometric functions, sine and cosine of angle , 
present in the position MCD, and assume that all 
azimuth error is attributed to the wander angle, which 
implies that the Z-axis attitude angular deviation is 
equal to zero, ϕz=0 in (29). This consideration is 
valid because, in the Wander Azimuth navigational 
reference frame, the local horizontal plane contains 
the azimuth angles of the system.

The errors of trigonometric angle functions are 
defined as:

(39)

(40)

whose dynamics integrate the state equations of the 
new system error model to be used in the FK structure 
for the coarse alignment. [2]

The estimated error states of the trigonometric 
functions δsα and δcα are related to the wander angle 
error by the expression [1]:

(41)

The estimated wander angle error is used to correct 
the wander angle calculated using the relation

(42)

The new model of the dynamics of navigation 
errors for large azimuth errors is used in the 
coarse alignment phase until the error values of 
the trigonometric functions are reduced to levels 
considered small. From this limit, a new model 
for the dynamics of navigation errors is assumed 
considering small azimuth angle errors. [1] In this 
model, the wander angle error becomes a direct 
state to be estimated by the FK, reformulated for 
small azimuth angle errors. This algorithm that 
handles small azimuth errors corresponds to the 
process called fine alignment. 

6. Dynamic equations of navigation 
errors for large azimuth errors 

The SNIS errors model for large azimuth 
angle errors is developed in the wander Azimuth 
(n) navigational frame and used in the rough 
alignment.

6.1 Dynamic equations of position errors for 
large azimuth errors

The dynamic equations of the SNIS position 
errors subject to large azimuth errors are developed 
by factoring the nominal position matrix (2) in the 
following matrix product: 

(43)
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para a dinâmica dos erros de navegação considerando erros 
pequenos do ângulo de azimute [1]. Neste modelo, o erro do 
wander angle passa a ser um estado direto a ser estimado 
pelo FK, reformulado para erros pequenos do ângulo de 
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alignment phase in motion, the angular deviation 
of position on the vertical axis of the geographic 
navigational reference frame (g) in relation to the 
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(50)δθD=δθZ=0
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(51)δθZ=0

Then, the antisymmetric matrix of the angular 
deviation of position in the geographic reference is 
described as:

(52)
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(53)

where, the error matrix is given by:

(54)

and

(55)

(56)

The matrix E is called the large azimuth error 
matrix, and its elements correspond to the angular 
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(57)
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(44)
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(45)
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(46)
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(47)
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(48)

and the error matrix of the trigonometric functions is 
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(49)
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 Então, a matriz antissimétrica do desvio angular de 
posição no referencial geográfico é descrita como: 
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 Então, a matriz antissimétrica do desvio angular de 
posição no referencial geográfico é descrita como: 
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 Realizando o produto matricial em (46) e 
organizando os termos, obtém-se 
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onde, a matriz de erros é dada por: 

           (54) 
e  

      
(55) 
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 A matriz E é denominada matriz de erros grandes 
de azimute, e seus elementos correspondem aos desvios 

angulares de posição, e , mais os erros das funções 

trigonométricos,  e , que correspondem aos estados 
do modelo de erros para os erros grandes de azimute usados 
no FK do alinhamento grosseiro. 

Da equação (53), obtém-se a matriz de erros de posição 
em função da matriz de erros grandes de azimute E: 

                        (57) 
Derivando a equação (57), chega-se a: 
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onde,  
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e  é a matriz anti simétrica associada ao vetor , ou  

, que representa a velocidade angular de transporte do 
referencial navegacional geográfico em relação ao 
referencial da Terra definida como: 
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Substituindo a equação (59), considerando a condição 

(6), as expressões de (3) e , as fatorações (43) e (45) e por 
fim a matriz dos erros das funções trigonométricas (49), na 

equação (58), e em seguida desprezando os produtos dos 
erros e rearranjando os termos, pode-se obter a dinâmica da 

matriz de erros grandes de azimute , cujos elementos 
descrevem a evolução no tempo dos desvios angulares de 
posição e dos erros das funções trigonométricas: 
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 O 
desenvolvimento completo da equação diferencial (61) é 
apresentado no Apêndice C da referência [1]. 

 A partir dos elementos , ,  e  da 

matriz , são obtidas as equações diferenças do desvio 
angular de posição e dos erros das funções trigonométricas, 
as quais integram o modelo dinâmico de erros usado no FK 
utilizado no alinhamento grosseiro.  

 Durante o alinhamento grosseiro, é considerada a 
hipótese de que os erros trigonométricos são constantes. 
Assim, 
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Existe uma correspondência entre a matriz de erros 
grandes de azimute, E, e a matriz anti simétrica dos desvios 

angulares de posição , definida para erros pequenos de 
azimute. Comparando as matrizes de posição computadas, 

, dadas pelas equações (14) e (53), resulta na relação: 
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A dinâmica do erro de altitude é definida como: 
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grandes de azimute é similar ao modelo apresentado na 
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Deriving the equation (57), we get

(58)

where

(59)

and Ωeg
g is the antisymmetric matrix associated with the 

vector ωeg
g, or  ρg, which represents the angular velocity 

of transport of the geographic navigational reference 
in relation to the Earth reference, defined as:

(60)

Substituting the equation (59), considering the 
condition (6), the expressions of (3) and    , the 
factorizations (43) e (45) and, finally, the error matrix of 
the trigonometric functions (49), in the equation (58), and 
then ignoring the products of the errors and rearranging 
the terms, one can obtain the dynamics of the matrix of 
large errors of azimuth E, whose elements describe the 
evolution in time of the angular deviations of position 
and of the errors of the trigonometric functions:

(61)

The complete development of the differential equation 
(61) is presented in Appendix C of the reference [1].

From the derivative of the elements δθx, δθy, δsα and 
δcα from the matrix         , the differential equations of 
the angular deviation of position and the errors of the 
trigonometric functions are obtained, which integrate 
the dynamic model of errors used in the FK of the 
coarse alignment. 

During rough alignment, it is assumed that the 
trigonometric errors are constant. Thus,

 

(62)

(63)
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onde  É a velocidade angular da Terra 
representada no referencial navegacional geográfico. 
 
 

6.3 Equações dinâmicas dos erros de atitude para erros 
grandes de azimute  

O modelo dinâmico de atitude para erros grandes de 
azimute, no referencial WA, é semelhante ao modelo 
apresentado na equação (36), com exceção do erro da 
velocidade angular da Terra no referencial de navegação, 
conforme definida em (66). Então: 

     (67) 

onde,  É a velocidade angular do referencial 
navegacional em relação ao referencial inercial expressa no 
referencial navegacional descrita em (34). 

 Expandindo o terceiro termo de (67), baseado na 
hipótese 2, que implica em (38), obtém-se uma nova 
expressão para o desvio da velocidade angular de transporte 
no eixo Z: 

     
(68) 

onde:  

       
(69) 

                          (70) 

7. MODELO DINÂMICO DOS ERROS DO ALINHAMENTO 

GROSSEIRO PARA ERROS GRANDES DE AZIMUTE 

O processo de alinhamento grosseiro em movimento 
(Fig. 2) usa o modelo dinâmico de erros que opera os erros 
grandes de azimute descrito por um sistema de equações 
diferenciais no espaço de estados, definidas em (31), (65), 
(25) e (67) usando (66), e mais as dinâmicas dos biases dos 
sensores inerciais descritas a seguir pelas equações (71) e 
(72). As variáveis de estados do modelo dinâmico de erros 
descrevem os erros do alinhamento grosseiro, representados 
pelos desvios da posição angular, o erro da altitude, os erros 
de velocidade, os desvios angulares de atitude, os erros das 
funções trigonométricos, e os modelos dinâmicos dos biases 
dos acelerômetros e giroscópios, descritos como: 

               
   (71) 

           
   (72) 

 Diferentemente de [1], neste trabalho, os desvios 
angulares de atitude no eixo Z é considerado um dos estados 
do modelo de erros, embora tenha sido assumido como 

. 

 
Fig. 2 – Diagrama de blocos do alinhamento grosseiro em 
movimento. 

 O vetor de estados do modelo dinâmico dos erros 
do alinhamento grosseiro é definido como: 

    (73) 

e o modelo dinâmico dos erros é descrito como: 

     (74) 

onde é a matriz de transição de estados mostrada na Fig. 

3 e é o vetor de ruídos brancos dos sensores inerciais, 
definido como 

 
(75) 

 A matriz de transição de estados do modelo 
dinâmico dos erros (Fig. 3) é introduzida na estrutura do FK 
do alinhamento grosseiro usado para estimar os erros de 
posição, velocidade, atitude, biases dos sensores inerciais e 
erros das funções trigonométricas, os quais corrigem os 
estados calculados pelas equações do alinhamento grosseiro. 

8. MODELO DOS ERROS DO ALINHAMENTO FINO 

PARA ERROS PEQUENOS DE AZIMUTE 

O alinhamento grosseiro continua a operar até que a 
variância dos erros das funções trigonométricas seja 
reduzida. Então, para o processo de alinhamento fino, o 
modelo dinâmico dos erros grandes de azimute é 
reformulado para a versão do modelo dinâmico de erros que 
opera erros pequenos de azimute, onde o erro do wander 

angle, , é um estado do modelo dinâmico dos erros do 
alinhamento fino a ser estimado diretamente pelo FK. 
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There is a correspondence between the matrix of 
large azimuth errors, E, and the antisymmetric matrix of 
angular position deviations (δΘ×), set for small azimuth 
errors. Comparing the computed position matrices,      , 
given by the equations (14) e (53), results in the relation:

 
(64)

The altitude error dynamics is defined as:

(65)

6.2 Dynamic equations of velocity errors for 
large azimuth errors 

The dynamics model of velocity errors for large 
azimuth errors is similar to the model presented in 
equation (25), with the exception of the earth angular 
velocity error expressed in the navigational reference 
frame. This is redefined, based on the relationship 
given in (64): 

(66)

where                                 is the angular velocity vector of 
the Earth represented in the geographic navigational 
frame of reference, and ΩN and ΩD are the components 
in the North and Down directions.

6.3 Dynamic equations of attitude errors for 
large azimuth errors

The dynamic attitude model for large azimuth 
errors, in the WA reference frame, is similar to the 
model presented in equation (36), with the exception 
of the error of the earth’s angular velocity in the 
navigation frame, as defined in (66). So [1]:

(67)

where,      is the angular velocity of the navigational 
reference in relation to the inertial reference expressed 
in the navigational reference described in (34).
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Derivando a equação (57), chega-se a: 
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onde,  
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e  é a matriz anti simétrica associada ao vetor , ou  

, que representa a velocidade angular de transporte do 
referencial navegacional geográfico em relação ao 
referencial da Terra definida como: 
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Substituindo a equação (59), considerando a condição 

(6), as expressões de (3) e , as fatorações (43) e (45) e por 
fim a matriz dos erros das funções trigonométricas (49), na 

equação (58), e em seguida desprezando os produtos dos 
erros e rearranjando os termos, pode-se obter a dinâmica da 

matriz de erros grandes de azimute , cujos elementos 
descrevem a evolução no tempo dos desvios angulares de 
posição e dos erros das funções trigonométricas: 

             (61) 

 O 
desenvolvimento completo da equação diferencial (61) é 
apresentado no Apêndice C da referência [1]. 

 A partir dos elementos , ,  e  da 

matriz , são obtidas as equações diferenças do desvio 
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as quais integram o modelo dinâmico de erros usado no FK 
utilizado no alinhamento grosseiro.  

 Durante o alinhamento grosseiro, é considerada a 
hipótese de que os erros trigonométricos são constantes. 
Assim, 
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Existe uma correspondência entre a matriz de erros 
grandes de azimute, E, e a matriz anti simétrica dos desvios 

angulares de posição , definida para erros pequenos de 
azimute. Comparando as matrizes de posição computadas, 

, dadas pelas equações (14) e (53), resulta na relação: 

         (64) 
A dinâmica do erro de altitude é definida como: 
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angulares de atitude no eixo Z é considerado um dos estados 
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Expanding the third term of (67), and based on 
hypothesis ii, which implies (38), a new expression is 
obtained for the deviation of the transport angular 
velocity on the axis Zn:

(68)

where 

(69)

(70)

7. Dynamic model of coarse alignment errors 
for large azimuth errors

The coarse alignment process in motion (figure 
2) employs the dynamic error model that operates 
on large azimuth errors described by the system of 
differential equations in state space, defined by the 
dynamics expressed in (31), (65), (25) e (67), using (66), 
plus the dynamics of the biases of the inertial sensors 
described below by the equations (71) e (72). The state 
variables of the dynamic error model describe the 
gross alignment errors, represented by the angular 
position deviations, the altitude error, the velocity 
errors, the angular deviations of attitude, the errors of 
the trigonometric functions, and the dynamic models 
of the biases of the accelerometers and gyroscopes, 
described as: 

(71)

(72)

Differently from [1], in this work, the angular 
deviations of attitude in the Z axis is considered 
one of the states of the error model, although it was 
assumed ϕz=0.
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Fig. 2 – Coarse alignment block diagram in motion. 

	 The state vector of the dynamic model of the 
gross alignment errors is defined as:

(73)

and the dynamic model as:

(74)

where, FG is the state transition matrix shown in figure 
3 and wG is the white noise vector of the inertial sensors, 

defined as:

(75)

The state transition matrix of the dynamic error 
model (figure 3) is introduced into the coarse alignment 
FK structure to estimate the position, velocity, attitude, 
biases of the inertial sensors and the errors of the 
trigonometric functions, which implement the correction 
of the states calculated by the gross alignment equations 
in the feedback configuration.

8. Model of fine alignment errors for 
small azimuth errors

Coarse alignment continues to operate until the 
error variance of the trigonometric functions is reduced. 
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onde  É a velocidade angular da Terra 
representada no referencial navegacional geográfico. 
 
 

6.3 Equações dinâmicas dos erros de atitude para erros 
grandes de azimute  

O modelo dinâmico de atitude para erros grandes de 
azimute, no referencial WA, é semelhante ao modelo 
apresentado na equação (36), com exceção do erro da 
velocidade angular da Terra no referencial de navegação, 
conforme definida em (66). Então: 

     (67) 

onde,  É a velocidade angular do referencial 
navegacional em relação ao referencial inercial expressa no 
referencial navegacional descrita em (34). 

 Expandindo o terceiro termo de (67), baseado na 
hipótese 2, que implica em (38), obtém-se uma nova 
expressão para o desvio da velocidade angular de transporte 
no eixo Z: 

     
(68) 

onde:  

       
(69) 

                          (70) 

7. MODELO DINÂMICO DOS ERROS DO ALINHAMENTO 

GROSSEIRO PARA ERROS GRANDES DE AZIMUTE 

O processo de alinhamento grosseiro em movimento 
(Fig. 2) usa o modelo dinâmico de erros que opera os erros 
grandes de azimute descrito por um sistema de equações 
diferenciais no espaço de estados, definidas em (31), (65), 
(25) e (67) usando (66), e mais as dinâmicas dos biases dos 
sensores inerciais descritas a seguir pelas equações (71) e 
(72). As variáveis de estados do modelo dinâmico de erros 
descrevem os erros do alinhamento grosseiro, representados 
pelos desvios da posição angular, o erro da altitude, os erros 
de velocidade, os desvios angulares de atitude, os erros das 
funções trigonométricos, e os modelos dinâmicos dos biases 
dos acelerômetros e giroscópios, descritos como: 

               
   (71) 

           
   (72) 

 Diferentemente de [1], neste trabalho, os desvios 
angulares de atitude no eixo Z é considerado um dos estados 
do modelo de erros, embora tenha sido assumido como 

. 

 
Fig. 2 – Diagrama de blocos do alinhamento grosseiro em 
movimento. 

 O vetor de estados do modelo dinâmico dos erros 
do alinhamento grosseiro é definido como: 

    (73) 

e o modelo dinâmico dos erros é descrito como: 

     (74) 

onde é a matriz de transição de estados mostrada na Fig. 

3 e é o vetor de ruídos brancos dos sensores inerciais, 
definido como 

 
(75) 

 A matriz de transição de estados do modelo 
dinâmico dos erros (Fig. 3) é introduzida na estrutura do FK 
do alinhamento grosseiro usado para estimar os erros de 
posição, velocidade, atitude, biases dos sensores inerciais e 
erros das funções trigonométricas, os quais corrigem os 
estados calculados pelas equações do alinhamento grosseiro. 

8. MODELO DOS ERROS DO ALINHAMENTO FINO 

PARA ERROS PEQUENOS DE AZIMUTE 

O alinhamento grosseiro continua a operar até que a 
variância dos erros das funções trigonométricas seja 
reduzida. Então, para o processo de alinhamento fino, o 
modelo dinâmico dos erros grandes de azimute é 
reformulado para a versão do modelo dinâmico de erros que 
opera erros pequenos de azimute, onde o erro do wander 

angle, , é um estado do modelo dinâmico dos erros do 
alinhamento fino a ser estimado diretamente pelo FK. 
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Then, for the fine alignment process, the dynamic 
model of large azimuth errors is reformulated to the 
version of the dynamic error model that operates with 
small azimuth errors, where the wander angle error, 
δα, is a state of the dynamic model of fine alignment 
errors to be estimated directly by the FK.

The estimated wander angle error is related to the 
error of trigonometric functions by the expressions:

(76)

The dynamics of the wander angle estimated error, 
δα, is obtained from the expansion of the element (1,1) 
of the matrix         , given in (61): 

(77)

where, 

Replacing (74) in (76) and transforming the terms 
ρE and δθE from the geographic navigational reference 
to the WA reference, we obtain:

(78)

Deriving the second equation from (74), we get:

(79)

Comparing (77) with (78), generates the derivative of the 
wander angle error described by the differential equation:

(80)
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 O erro do wander angle é relacionado ao erro das 
funções trigonométricas pelas expressões: 

  e        (76) 

 A dinâmica do erro do wander angle, , é obtida 

a partir da expansão do elemento (1,1) da matriz , dada em 
(63):  

   

           

                   
(77)  

onde, . 
 Substituindo (74) em (76) e transformando os 

termos  e do referencial navegacional geográfico para 
o referencial WA, obtém-se: 

   
(78) 

Derivando a segunda equação de (74), obtém-se: 

              

(79) 

 Comparando (77) com (78), obtém-se a derivada do 
erro de wander angle descrita pela equação diferencial: 

       (80) 

 O vetor de estados do modelo dinâmico dos erros 
do alinhamento fino é definido como: 

      
(81) 

e o modelo dinâmico dos erros é descrito como: 

   (82) 
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funções trigonométricas pelas expressões: 

  e        (76) 

 A dinâmica do erro do wander angle, , é obtida 

a partir da expansão do elemento (1,1) da matriz , dada em 
(63):  

   

           

                   
(77)  

onde, . 
 Substituindo (74) em (76) e transformando os 

termos  e do referencial navegacional geográfico para 
o referencial WA, obtém-se: 
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Derivando a segunda equação de (74), obtém-se: 
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 Comparando (77) com (78), obtém-se a derivada do 
erro de wander angle descrita pela equação diferencial: 
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Fig. 3 – State transition matrix of the dynamic model of coarse alignment errors. 
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funções trigonométricas pelas expressões: 
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 Substituindo (74) em (76) e transformando os 

termos  e do referencial navegacional geográfico para 
o referencial WA, obtém-se: 

   
(78) 

Derivando a segunda equação de (74), obtém-se: 

              

(79) 

 Comparando (77) com (78), obtém-se a derivada do 
erro de wander angle descrita pela equação diferencial: 

       (80) 

 O vetor de estados do modelo dinâmico dos erros 
do alinhamento fino é definido como: 

      
(81) 

e o modelo dinâmico dos erros é descrito como: 

   (82) 
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Fig. 4 – State transition matrix of the fine alignment error dynamic model.
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The state vector of the dynamic model of fine 
alignment errors is defined as:

(81)

and the dynamic error model is described as:

(82)

where FF is the state transition matrix shown in  
figure 4 and wF is the random error vector of the 
inertial sensors.

(83)

9. Measurement equations
The dynamic models of the errors for the coarse 

and fine alignment are described by the systems of 
state differential equations given in (74) and (82). To 
complete the state representation of the alignment steps, 
it is necessary to describe the equations of observations 
or measures of the states. The measurement of the 
errors of the navigational variables are dependent 
on the measurement of the auxiliary sensors. The 
auxiliary sensors considered available, both for the 
coarse alignment and for the fine alignment, are the 
GPS for position, odometer or GPS for speeds and the 
altimeter for altitude (heave sensor).

Based on hypotheses iii and iv, the measurements 
of the speed and altitude aids and the measurements 
of the accelerometers allow the observation, indirectly, 
of the roll and pitch angles.

For the pitch angle observation, the vertical 
velocity calculated by the mix filter [1], expressed 
in the navigational reference frame, for the coarse 
and fine alignment νz

n,  is equal to the projection 
of the longitudinal velocity of the body, νx

n, in the 
vertical direction (D) of the navigational frame. The 
relationship is represented by the expressions [3]:
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Fig. 3 – Matriz de transição de estados do modelo dinâmico de erros do alinhamento grosseiro. 

 
Fig. 4 – Matriz de transição de estados do modelo dinâmico de erros do alinhamento fino.

 O erro do wander angle é relacionado ao erro das 
funções trigonométricas pelas expressões: 

  e        (76) 

 A dinâmica do erro do wander angle, , é obtida 

a partir da expansão do elemento (1,1) da matriz , dada em 
(63):  

   

           

                   
(77)  

onde, . 
 Substituindo (74) em (76) e transformando os 

termos  e do referencial navegacional geográfico para 
o referencial WA, obtém-se: 

   
(78) 

Derivando a segunda equação de (74), obtém-se: 

              

(79) 

 Comparando (77) com (78), obtém-se a derivada do 
erro de wander angle descrita pela equação diferencial: 

       (80) 

 O vetor de estados do modelo dinâmico dos erros 
do alinhamento fino é definido como: 

      
(81) 

e o modelo dinâmico dos erros é descrito como: 

   (82) 

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0²
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0²

0 0 0 0 0 1 0 0 0

y
y x

x
x y

x

y

x

y

z
x

y

z

ax

ay

az

gx

gy

gz

v
RR

v
RR

d
dt

h
v
v
v

s
c
B
B
B
B
B
B

r r

r r

dq
dq
d
d
d
d
f
f
f
d a
d a
d
d
d
d
d
d

ì ü
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ïï ï =í ý
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ïî þ

- - -

- -

- 0 0 0 0 0 0 0 0
(v 2v ) 2 ( 2 ) 0 2 0 0 0 0 0 0 0²

(v 2v ) 2 ( 2 ) 0 2 2 0 0 0 0 0 0²
2 2 2( ) 2( ) 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0²

10 0 0 0

x z z
y y z z y x z y z y z x

z y z
x y x x z z z x z x z y z x

x x y y
x z y z y x y x x x y x

z y z

v v vv f f vRR
v v vv f f v vRR

v v v vv v f f v vR

R

r w

r w w

r r w w

w

- W + W W - W - + W -

W - W + W - - W + W -

+
W W +W - +W - - -

-W - W - 0 0 0 0 0 0 0

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0²
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

y x

x
z z x x

y x y x

v
RR

w

w
w w w w

é
ê

ë

W

W - -W -W

- -

x

y

x

y

z
x

y

z

ax

ay

az

gx

gy

gz

h
v
v
v

s
c
B
B
B
B
B
B

dq
dq
d
d
d
d
f
f
f
d a
d a
d
d
d
d
d
d

ì üù
ï ïú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú ï ï
í ýê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ï ïê ú
ïê ú
ïê ú
ïê ú
ïê ú
ïê ú
ïê ú
ïê ú
ïê ú
ïê ú
û ïî þ

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0²
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0²

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(v

( )

y
y

x
x

x

y

x

y

z
x

y

z

ax

ay

az

gx

gy

gz

v
RR

v
RR

d
dt

h
v
v
v

B
B
B
B
B
B

r

r

dq
dq
d
d
d
d
f
f
f
da

d
d
d
d
d
d

ì ü
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ïï ï
í ý
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ïî þ

- -

- -

-

-

=

-

2v ) 2 ( 2 ) 0 2 0 0 0 0 0 0²
(v 2v ) 2 ( 2 ) 0 0 0 0 0 0 0²

2 2 2( ) 2( ) 0 0 2(v v ) 0 0 0 0 0 0²
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0²

0

x z z
y y z z y x z y z y z x

z y z
x y x x z z z x z x z y

x x y y
x z y z y x y x x x y y

y
z z y

x
z

v v vv f f vRR
v v vv f f vRR

v v v vv v f fR
v

RR
v
R

r w

r w

r r w w

w

W + W W - W - + W -

W - W + W - - W + W -

+
W W +W - +W - - +

-W - W -

W 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0²
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

z x

y x y x

R w
w w w w

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ë û

- -W

- -

( )

x

y

x

y

z
x

y

z

ax

ay

az

gx

gy

gz

h
v
v
v

B
B
B
B
B
B

dq
dq
d
d
d
d
f
f
f
da

d
d
d
d
d
d

ì ü
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ï
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú ï ï
í ýú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïú
ï ïî þ

-

s cd a ada= c sd a ada= -

da
!

E!

D y E z y E zc s s sd a d ar dq r r d a r dq dr a= + - - -!

( )D z y E y E zs sd a r r dq r r dq dr a= - + - -

y E y E zs sad a dq r r dq dr a= - + - -!

z Da r r= -!

Er Edq

( )y x x y y x x y zc s sd a ad a a w dq w dq w df w df e= + - - + -!!

c s sd a ad a ada= - -
!

""

y x x y y x x y zda w dq w dq w df w df e- = - - + -
!

( )x y x y z x y z

T

x y z x y z

Fx h v v v

Ba Ba Ba Bg Bg Bg

dq dq d d d d f f f da

d d d d d d

= -éë

ùû

F F F Fx F x w= +! 

 
12                 REVISTA MILITAR DE CIÊNCIA E TECNOLOGIA  

 

onde  é a matriz de transição de estados mostrado na Fig. 4 
e 𝑤𝑤" é o vetor de erros aleatórios dos sensores inerciais. 

(83) 

9. EQUAÇÕES DE MEDIDAS 

Os modelos dinâmicos dos erros para o alinhamento 
grosseiro e fino são descritos pelos sistemas de equações 
diferenciais de estados dados em (74) e (82). Para completar 
a representação de estados das etapas do alinhamento, é 
necessário descrever as equações de observações ou medidas 
dos estados. As medidas dos erros das variáveis 
navegacionais são dependentes das medidas dos sensores de 
auxílio. Os sensores de auxílio disponíveis, tanto para o 
alinhamento grosseiro quanto para o alinhamento fino, são o 
GPS para posição, odômetro para as velocidades e o 
altímetro (sensor de heave) para a altitude (heave).  

Com base nas hipóteses 3 e 4, as medidas dos auxílios de 
velocidade e altitude e as medidas dos acelerômetros 
permitem observar, indiretamente, os ângulos de roll e pitch. 

Para a observação do ângulo de pitch, a velocidade 
vertical calculada pelo filtro de mistura, expressa no 
referencial navegacional, para o alinhamento grosso e fino, é 

igual à projeção da velocidade longitudinal do corpo, , na 

direção vertical ( = D) do referencial navegacional. A 
relação é representada pelas expressões: 

  (84) 

  (85) 
O ângulo calculado é usado como medida de auxílio para 

o erro de pitch, utilizado na observação dos estados de 
atitude do FK. 

Para a observação do ângulo de roll, são assumidas as 
hipóteses 3 e 4 e, usando as medidas dos sensores auxiliares 
de velocidade, a velocidade angular da Terra e a gravidade, 
a equação (6) da aceleração pode ser escrita em função do 
ângulo de roll. Comparando as projeções das componentes 

 e  dos acelerômetros calculados no referencial do 
corpo, com as medidas dos acelerômetros, e usando o ângulo 
de pitch calculado, a tangente do ângulo de roll é obtida. A 
relação é representada pelas expressões: 

 (86) 
 

  (87) 
 

 (88) 

onde  e 

. 

A partir das observações indiretas de roll e pitch, é 
possível também observar indiretamente os biases 

repetibilidade dos acelerômetros e dos giros, e , 
respectivamente. Usando os ângulos de roll e pitch 
observados, suas derivadas e a observação das velocidades, 
obtidas pelos sensores de auxílio de velocidade, os biases 
repetibilidade são computados a partir da diferença da 
medida dos sensores inerciais e dos valores calculados das 
acelerações e velocidades angulares às quais os 
acelerômetros e giros estão submetidos. 

Os estados observados para os modelos de erros do 
alinhamento grosseiro e fino são os mesmos, mas as 
dimensões das matrizes de observação se diferem apenas 
pelos estados não observados dos erros do "wander angle". 
Desta forma, as equações de medidas para ambos os modelos 
de erros são formuladas da seguinte forma, 

  (89) 
onde 𝐻𝐻 é a matriz de observação de estados (matriz de fator 

de escala) para os modelos de erros, sendo  para o 

alinhamento grosseiro e para o alinhamento fino.  
 
10. Simulações 

Nesta seção, são apresentados os resultados da simulação 
do alinhamento, grosseiro e fino, em movimento. 

A simulação inicia com o alinhamento grosseiro, durante 
5250 segundos, seguido pelo alinhamento fino por mais 
13125 segundos, totalizando o tempo total de simulação de 
18375 segundos. Nas figuras 5 a 12, é possível observar a 
ocorrência de uma descontinuidade nos instantes 5250 
segundos, resultado da transição do algoritmo de 
alinhamento grosseiro para o fino. 

As simulações dos algoritmos de alinhamento foram 
realizadas considerando como veículo um navio de guerra 
com trajetória pré-definida. A trajetória assumida foi uma 
linha reta para facilitar o nivelamento e manter o wander 
angle variando a uma taxa constante. Isto leva a valores 
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The calculated angle is used as an auxiliary measure 
for the pitch error, used in the observation of the FK 
attitude states.

For the observation of the roll angle, hypotheses iii 
and iv are assumed. From the acceleration equation  (7) 
rewritten in order to explain the values of the specific 
force in the navigational reference,

(86)

in which,           , vy
b and vz

b are null according to 
hypothesis iv, and using the measurements of the 
velocity sensors, the Earth’s angular velocity, the 
gravity and the pitch angle observed in (85), the 
components of the calculated acceleration 𝑓𝑛, in (86), 
depend only on roll angles and latitude. Comparing 
the projections of the acceleration components, 
expressed in the body’s reference frame,  Cn

b fn, with 
accelerometer measurements fy

b and fz
b carried out in the 

body frame, the tangent of the roll angle is observed. 
The relationship is described by the expressions [3]:

(87)

(88)

(89)

where, fy
n=2Ωvx

b (cos cos L senθ-senL cos cos θ ) and 

From the indirect observations of roll and pitch, it 
is also possible to indirectly observe the repeatability 
biases of the accelerometers and gyros, δBa and δBg, 
respectively. Using the observed roll and pitch angles, 
their derivatives and the observed velocities obtained 

 

 
12                 REVISTA MILITAR DE CIÊNCIA E TECNOLOGIA  

 

onde  é a matriz de transição de estados mostrado na Fig. 4 
e 𝑤𝑤" é o vetor de erros aleatórios dos sensores inerciais. 

(83) 

9. EQUAÇÕES DE MEDIDAS 

Os modelos dinâmicos dos erros para o alinhamento 
grosseiro e fino são descritos pelos sistemas de equações 
diferenciais de estados dados em (74) e (82). Para completar 
a representação de estados das etapas do alinhamento, é 
necessário descrever as equações de observações ou medidas 
dos estados. As medidas dos erros das variáveis 
navegacionais são dependentes das medidas dos sensores de 
auxílio. Os sensores de auxílio disponíveis, tanto para o 
alinhamento grosseiro quanto para o alinhamento fino, são o 
GPS para posição, odômetro para as velocidades e o 
altímetro (sensor de heave) para a altitude (heave).  

Com base nas hipóteses 3 e 4, as medidas dos auxílios de 
velocidade e altitude e as medidas dos acelerômetros 
permitem observar, indiretamente, os ângulos de roll e pitch. 

Para a observação do ângulo de pitch, a velocidade 
vertical calculada pelo filtro de mistura, expressa no 
referencial navegacional, para o alinhamento grosso e fino, é 

igual à projeção da velocidade longitudinal do corpo, , na 

direção vertical ( = D) do referencial navegacional. A 
relação é representada pelas expressões: 

  (84) 

  (85) 
O ângulo calculado é usado como medida de auxílio para 

o erro de pitch, utilizado na observação dos estados de 
atitude do FK. 

Para a observação do ângulo de roll, são assumidas as 
hipóteses 3 e 4 e, usando as medidas dos sensores auxiliares 
de velocidade, a velocidade angular da Terra e a gravidade, 
a equação (6) da aceleração pode ser escrita em função do 
ângulo de roll. Comparando as projeções das componentes 

 e  dos acelerômetros calculados no referencial do 
corpo, com as medidas dos acelerômetros, e usando o ângulo 
de pitch calculado, a tangente do ângulo de roll é obtida. A 
relação é representada pelas expressões: 

 (86) 
 

  (87) 
 

 (88) 

onde  e 

. 

A partir das observações indiretas de roll e pitch, é 
possível também observar indiretamente os biases 

repetibilidade dos acelerômetros e dos giros, e , 
respectivamente. Usando os ângulos de roll e pitch 
observados, suas derivadas e a observação das velocidades, 
obtidas pelos sensores de auxílio de velocidade, os biases 
repetibilidade são computados a partir da diferença da 
medida dos sensores inerciais e dos valores calculados das 
acelerações e velocidades angulares às quais os 
acelerômetros e giros estão submetidos. 

Os estados observados para os modelos de erros do 
alinhamento grosseiro e fino são os mesmos, mas as 
dimensões das matrizes de observação se diferem apenas 
pelos estados não observados dos erros do "wander angle". 
Desta forma, as equações de medidas para ambos os modelos 
de erros são formuladas da seguinte forma, 

  (89) 
onde 𝐻𝐻 é a matriz de observação de estados (matriz de fator 

de escala) para os modelos de erros, sendo  para o 

alinhamento grosseiro e para o alinhamento fino.  
 
10. Simulações 

Nesta seção, são apresentados os resultados da simulação 
do alinhamento, grosseiro e fino, em movimento. 

A simulação inicia com o alinhamento grosseiro, durante 
5250 segundos, seguido pelo alinhamento fino por mais 
13125 segundos, totalizando o tempo total de simulação de 
18375 segundos. Nas figuras 5 a 12, é possível observar a 
ocorrência de uma descontinuidade nos instantes 5250 
segundos, resultado da transição do algoritmo de 
alinhamento grosseiro para o fino. 

As simulações dos algoritmos de alinhamento foram 
realizadas considerando como veículo um navio de guerra 
com trajetória pré-definida. A trajetória assumida foi uma 
linha reta para facilitar o nivelamento e manter o wander 
angle variando a uma taxa constante. Isto leva a valores 

FF

( ) ( )1 3 1 70 0
T

F x y z x x z y z x y z xw v f v f fe d e d d e e e= é ù- + +ë û

b
xv

nZ

( )b n
x zv v sen q=

b
x
n
z

varcsen
v

q
æ ö

= ç ÷
è ø

nX nY

2 2

( cos )
( cos )

n n b n b
x z y y z
n n n
x z y

f sen f f f f
sen

f sen f f
q q

f
q q
+ -

=
+ +

2 2

( cos )
cos

( cos )

n n b n b
x z z y y
n n n
x z y

f sen f f f f
f sen f f

q q
f

q q
+ +

=
+ +

arctan
cos
senff

f
æ ö

= ç ÷
è ø

2 (cos cos )n b
y xf v Lsen senLq q= W -

2
2(cos )

b
n x
z

v
f g

R
q= -

Bad Bgd

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

x x x x x x

x x x x x y

x x x x x

x x x x x x

x x x x x

I
I

z H x I h
I v

I

dq
dq
d
d

Lé ù é ù
ê ú ê úLê ú ê ú
ê ú ê ú= × = L
ê ú ê úLê ú ê ú
ê ú ê úL ë ûë û !

3 20 xL =

3 10 xL =

 

 
12                 REVISTA MILITAR DE CIÊNCIA E TECNOLOGIA  

 

onde  é a matriz de transição de estados mostrado na Fig. 4 
e 𝑤𝑤" é o vetor de erros aleatórios dos sensores inerciais. 

(83) 

9. EQUAÇÕES DE MEDIDAS 

Os modelos dinâmicos dos erros para o alinhamento 
grosseiro e fino são descritos pelos sistemas de equações 
diferenciais de estados dados em (74) e (82). Para completar 
a representação de estados das etapas do alinhamento, é 
necessário descrever as equações de observações ou medidas 
dos estados. As medidas dos erros das variáveis 
navegacionais são dependentes das medidas dos sensores de 
auxílio. Os sensores de auxílio disponíveis, tanto para o 
alinhamento grosseiro quanto para o alinhamento fino, são o 
GPS para posição, odômetro para as velocidades e o 
altímetro (sensor de heave) para a altitude (heave).  

Com base nas hipóteses 3 e 4, as medidas dos auxílios de 
velocidade e altitude e as medidas dos acelerômetros 
permitem observar, indiretamente, os ângulos de roll e pitch. 

Para a observação do ângulo de pitch, a velocidade 
vertical calculada pelo filtro de mistura, expressa no 
referencial navegacional, para o alinhamento grosso e fino, é 

igual à projeção da velocidade longitudinal do corpo, , na 

direção vertical ( = D) do referencial navegacional. A 
relação é representada pelas expressões: 

  (84) 

  (85) 
O ângulo calculado é usado como medida de auxílio para 

o erro de pitch, utilizado na observação dos estados de 
atitude do FK. 

Para a observação do ângulo de roll, são assumidas as 
hipóteses 3 e 4 e, usando as medidas dos sensores auxiliares 
de velocidade, a velocidade angular da Terra e a gravidade, 
a equação (6) da aceleração pode ser escrita em função do 
ângulo de roll. Comparando as projeções das componentes 

 e  dos acelerômetros calculados no referencial do 
corpo, com as medidas dos acelerômetros, e usando o ângulo 
de pitch calculado, a tangente do ângulo de roll é obtida. A 
relação é representada pelas expressões: 

 (86) 
 

  (87) 
 

 (88) 

onde  e 

. 

A partir das observações indiretas de roll e pitch, é 
possível também observar indiretamente os biases 

repetibilidade dos acelerômetros e dos giros, e , 
respectivamente. Usando os ângulos de roll e pitch 
observados, suas derivadas e a observação das velocidades, 
obtidas pelos sensores de auxílio de velocidade, os biases 
repetibilidade são computados a partir da diferença da 
medida dos sensores inerciais e dos valores calculados das 
acelerações e velocidades angulares às quais os 
acelerômetros e giros estão submetidos. 

Os estados observados para os modelos de erros do 
alinhamento grosseiro e fino são os mesmos, mas as 
dimensões das matrizes de observação se diferem apenas 
pelos estados não observados dos erros do "wander angle". 
Desta forma, as equações de medidas para ambos os modelos 
de erros são formuladas da seguinte forma, 

  (89) 
onde 𝐻𝐻 é a matriz de observação de estados (matriz de fator 

de escala) para os modelos de erros, sendo  para o 

alinhamento grosseiro e para o alinhamento fino.  
 
10. Simulações 

Nesta seção, são apresentados os resultados da simulação 
do alinhamento, grosseiro e fino, em movimento. 

A simulação inicia com o alinhamento grosseiro, durante 
5250 segundos, seguido pelo alinhamento fino por mais 
13125 segundos, totalizando o tempo total de simulação de 
18375 segundos. Nas figuras 5 a 12, é possível observar a 
ocorrência de uma descontinuidade nos instantes 5250 
segundos, resultado da transição do algoritmo de 
alinhamento grosseiro para o fino. 

As simulações dos algoritmos de alinhamento foram 
realizadas considerando como veículo um navio de guerra 
com trajetória pré-definida. A trajetória assumida foi uma 
linha reta para facilitar o nivelamento e manter o wander 
angle variando a uma taxa constante. Isto leva a valores 

FF

( ) ( )1 3 1 70 0
T

F x y z x x z y z x y z xw v f v f fe d e d d e e e= é ù- + +ë û

b
xv

nZ

( )b n
x zv v sen q=

b
x
n
z

varcsen
v

q
æ ö

= ç ÷
è ø

nX nY

2 2

( cos )
( cos )

n n b n b
x z y y z
n n n
x z y

f sen f f f f
sen

f sen f f
q q

f
q q
+ -

=
+ +

2 2

( cos )
cos

( cos )

n n b n b
x z z y y
n n n
x z y

f sen f f f f
f sen f f

q q
f

q q
+ +

=
+ +

arctan
cos
senff

f
æ ö

= ç ÷
è ø

2 (cos cos )n b
y xf v Lsen senLq q= W -

2
2(cos )

b
n x
z

v
f g

R
q= -

Bad Bgd

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

x x x x x x

x x x x x y

x x x x x

x x x x x x

x x x x x

I
I

z H x I h
I v

I

dq
dq
d
d

Lé ù é ù
ê ú ê úLê ú ê ú
ê ú ê ú= × = L
ê ú ê úLê ú ê ú
ê ú ê úL ë ûë û !

3 20 xL =

3 10 xL =



292 • RMCT

VOL.39 Nº3 2022
https://doi.org/10.22259\IMECTA.11271.en

by the speed assist sensors, the repeatability biases are 
calculated from the difference in the measurement 
of the inertial sensors and the calculated values of 
the accelerations and angular velocities to which the 
accelerometers and gyros are submitted.

The observed states for the coarse and fine 
alignment error models are the same, but the 
dimensions of the observation matrices differ only by 
the unobserved states of the wander angle errors. In 
this way, the measurement equations for both error 
models are formulated as follows:

 

(90)
 
 
 

where H is the state observation matrix (scale factor 
matrix) for the error models, where Λ=03x2 for rough 
alignment and  Λ=03x1 for the fine alignment, and v is 
the noise vector of the position, velocity and indirect 
attitude sensors [3]:

(91)v=[vlat  vlong  vh  vvx  vvy  vvz  vroll  vpitch  ]
T

The vroll and vpitch refer to the accelerometer and 
velocity sensor noises, as can be seen in the equations 
(85), (87) e (88).

10. Simulations
In this section, the alignment simulation results, coarse 

and fine, in motion are presented.
The simulation starts with coarse alignment for 3000 s, 

followed by fine alignment for another 4200 s, with a total 
simulation time of 7200 s. In figures 5 to 14, it is possible to 
observe the occurrence of a discontinuity at instants 3000 
s, resulting from the transition from the coarse to the fine 
alignment algorithm.

The simulations of the alignment algorithms were carried 
out considering a warship as a vehicle with a predefined 
trajectory equal to a straight line, in order to facilitate the 
leveling and keep the wander angle varying at a constant 
rate. This leads to small values for the attitude angles. In 

this simulation, the roll and pitch angles were defined by 
sinusoidal movements, with a maximum amplitude of 2° 
and a frequency of 0.1 Hz, resulting from a sea state with 
waves classified as “swell”, and the heading angle equal to 
0°. The ship moves with a linear velocity of 16 km/h (4.44 
m/s) in the longitudinal direction of the body only. For the 
angular position, the initial conditions were defined as 23º of 
latitude, 43º of longitude and 35º of wander azimuth, and as 
for altitude, the minimum value equal to zero.

The random errors of the inertial sensors, biases and 
white noise were defined as:

a. Accelerometers: repeatability biases 1×10(-3) g (accel. 
X and Y) and 1×10(-4) g (accel. Z) and standard deviations 
of 0,25×10(-3) g (accel. X and Y) and 0,25×10(-4) g (accel. Z); 
white noise with zero mean and standard deviation of 1×10(-

3) g (accel. X e Y) and 1×10(-3) g (accel. Z);
b. Gyros: repeatability bias 0.1 degree/h and standard 

deviation of 0.025 degree/h; white noise with zero mean and 
standard deviation of 0.05 degree/h.

The random errors of the position, velocity and altitude 
sensors were defined as white noise with zero mean and 
variance, σ, equal to:

a. Position sensor - GPS: standard deviation Lat/Long: σ 
= 0.0235 degrees (1.5’) and altitude: σ = 0.1 m;

b. Speed sensor – odometers/GPS: σ = 0.025 m/s;
c. Heave sensor (5 m max. altitude): σ = 0.0005 m.
It should be noted that the altitude measurement 

provided by the GPS was used in the observation of the 
altitude error and the measurement of the heave sensor in 
the mixture filter.

The errors presented in the following figures are related 
to the difference between the actual and estimated values.

Figure 5 presents the altitude error during the simulation 
of the moving alignment, from which the effectiveness, 
in stabilizing the estimated altitude measurements, of 
the mixture filter integrated to an altitude sensor can be 
observed. The altitude error at the end of the simulation is 
of the order of 10(-3) m.

The errors present in the inertial sensors, such as 
repeatability biases (figure 6 and 7) propagate to the 
navigation equations producing errors in the navigational 
parameters, which grow with time. Thus, the estimation 
of these biases significantly improve the results of the 
inertial system. The estimate of the biases of the X and Y 
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accelerometers is 1 μg, with an error of 0.013 μg and 0.0009 
μg, respectively, and for the Z axis, an estimate of 100 μg with 
an error of 0.001 μg.

Fig. 5 – Altitude error during the simulation.

Fig. 6 – Estimation of repeatability of Accelerometer biases: Acc. X 
(blue), Acc. Y (orange) and Acc. Z (yellow) for all simulation.

Fig. 7 – Estimation of repeatability of gyroscopes biases: X-gyros 
(blue), Y-gyros (orange) and Z-gyros (yellow) for the entire 
simulation.

The estimate of the biases of the X, Y and Z 
gyroscopes was of the order of 0.1 degree/h with errors 

of 0.001, 01004 and 0 degree/h for the X, Y and Z, 
respectively.

In figure 8, the latitude and longitude errors are 
presented. At the initial instant of the alignment, the 
latitude and longitude values are known, provided 
by the GPS, consequently the initial error is zero. 
However, with the passage of time, the errors of 
angular positions propagate increasing without limit. 
This behavior is expected in every inertial system due 
to the impossibility of perfectly estimating the random 
errors present in inertial sensors, which generate 
increasing position errors over time.

During the fine alignment, the estimation of the 
repeatability biases converge to values close to the real 
ones, which improves the measurement correction 
of the inertial sensors, reducing the errors of the 
position angles over time. Correcting the latitude and 
longitude errors, obtained from equations (22.1) and 
(22.2) as a function of the estimated position angular 
deviations, at the end of the simulation, we arrive at an 
accuracy for latitude of the order of 10-5 degrees and 
for longitude of the order of 10-4 degrees.

Fig. 8 – Latitude and Longitude error during the simulation.
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Fig. 9 – Error in the wander angle during the simulation.

Figure 9 presents the wander angle error behavior 
during the moving alignment simulation. To initialize 
the dynamic position equation (3), the initial wander 
angle condition for the calculated and estimated 
values is assumed to be zero. In coarse alignment, the 
trigonometric errors, δsα and δcα, are states estimated 
by the FK whose linear combination provides the 
estimated wander angle error, δα. Correcting the 
wander angle with δα, it is observed that after 3000 
seconds the angle error is approximately 1.5 degrees. 
Converting to the fine algorithm, where δα is a directly 
estimated state, the wander angle error at the end of 
the moving alignment is of the order of 10-2 degrees. 

Figure 10 shows linear velocity errors in the wander 
azimuth navigational reference frame during moving 
alignment. The linear velocity on the Yn axis would 
be zero if there were no errors. From Fig. 10, it is 
observed that at the end of the alignment the error 
in the direction of the Yn axis has an accuracy of the 
order of 10-3. The behavior of the error shows that the 
use of the mixture filter guarantees the convergence of 
the linear velocity value on the axis Zn, vz

n, for the value 
corresponding to the vertical projection of the ship’s 
longitudinal linear velocity, of 4.44 m/s aligned with 
the Xb  axis, produced by oscillating the pitch angle. At 
the end of the alignment, the accuracy of the velocity 
vz

n is of the order of 10-2.

Fig. 10 – Linear velocity error during the simulation.

The speed on the Xn axis is the horizontal 
projection of the ship’s longitudinal speed (Xb) The 
graph in figure 11 shows that the accuracy of the 
velocity error in the  Xn, vx

n, is 10-3 m/s, at the end of 
the simulation period.

Fig. 11 – Error on the linear velocity X axis at the end of the simulation.

Figures 12, 13 and 14 show the roll, pitch, and 
heading angle error values for the coarse and fine 
alignments. The attitude angular deviations, estimated 
by the FK, are used to calculate the roll and pitch 
errors according to equations (37), that correct the 
attitude calculated by the system. In this article, the 
azimuth angular deviation is included as a state and is 
estimated. At the end of the alignment, the accuracy 
of the roll and pitch angles have errors smaller than 
|0.005| degree, while the heading angle has an 
accuracy less than |0.02| degree. 
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Fig. 12 – Roll angle error during simulation.

Fig. 13 – Pitch angle error during simulation.

Fig. 14 – Heading angle error during simulation.

11. Conclusions

In this work, the SNIS in-motion alignment algorithm 
presented by [1] was improved. The improvement 
consisted of introducing the estimates of the heading 
angular deviation and the repeatability biases of the 
inertial sensors in the FK structure. Based on hypotheses 

iii and iv, a strategy to indirectly observe roll and pitch 
angles was implemented using accelerometer and 
altimeter measurements. Furthermore, from these 
observations, their derivatives of angles and velocity 
observations, the repeatability biases of inertial sensors 
could also be observed indirectly. As a consequence, the 
measures of attitude and biases are estimated, in the 
simulations carried out, with an accuracy of |0.005|, 
|0.005| and |0.02| degree for roll, pitch and heading 
angles, respectively; and errors of 10-4 degrees for 
accelerometers, and 10-2 degree for the gyroscopes.

The altimeter measurements are also introduced into 
an integrated blending filter with the estimated vertical 
speed, to stabilize the altitude calculated by the system.

The estimation of the repeatability biases implements 
the compensation of the measurements of the inertial 
sensors, in the feedback configuration, which provides a 
significant improvement in the accuracy of the navigation 
parameters during the SNIS alignment process.

The study points out as a possibility for future work 
the development of a new model for the error dynamics of 
a moving alignment algorithm. Such a model would also 
include the initial estimates of the roll and pitch angles in 
the initialization and coarse alignment phase of the SNIS 
and would consider as variables to be estimated, not only 
the errors of the wander angle trigonometric functions, 
associated with large azimuth errors, as well as the errors 
of the trigonometric functions of the attitude, roll and 
pitch angles.
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