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Resumo: O artigo estd dividido em trés partes. A primeira parte consiste no
desenvolvimento do contetido matematico de Andlise Real. Séries Infinitas ¢ Geométricas,
para situar o leitor do tema que serd trabalhado e desenvolver este contetdo até a dedugao
das Equacoes de Diferengas. Na segunda parte sdo abordados os planos de amortizacio
para financiamentos e mais especificamente os financiamentos habitacionais da Caixa
Econdmica Federal, demonstrando as situacdes ¢ formas de amortizar um financiamento,
para aumentar a compreensao sobre o caso a ser estudado e também conhecer os métodos
utilizados pela Caixa Economica Federal para modelagem das situagoes de
financiamentos. Na terceira parte ¢ aplicada uma Equagio de Diferengas no processo de
amortizagido das dividas de um financiamento habitacional da Caixa Econdmica Fed-
eral. Ao final, ¢ realizado um comparativo entre 0 método que utiliza a Equagio de
Diferengas e o método hoje utilizado pela Caixa Econdmica Federal.

Palavras-chave: Equagio de Diferengas: Financiamento: Amortizagio.

Abstract: The article is divided into three parts. The first part is the development of the
mathematical content of Real Analysis, and infinite geometric series, to locate the reader
of the topic that will be working and developing this content to the deduction of equa-
tions of differences. In the second part of the project addressed the plans for funding of
depreciation and more specifically the financing of a housing of the Caixa Econémica
Federal, showing the situation and ways to repay the financing, to increase understand-
ing about the case to be studied and also know the methods used for Caixa Econdmica
Federal to the modeling of situations of funding. In the third part of the project is applied
Equation of Differences in amortization of debt financing of a housing of the Caixa
Econdémica Federal. In the end, we conducted a comparison between the method using
the equation of differences and the method now used by the Caixa Econdmica Federal.
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Séries Numéricas

Séries Numéricas, ou Séries Infinitas sdio somas com um nimero infinito
de termos. Na Matemitica, o exemplo clissico ¢ a utilizagio de séries para
representar dizimas periédicas, como
2

ry =0,222...=0,2+0,02 +0,002 +0,0002 +...

Mas nio € apenas em topicos de matemdtica pura que o assunto de Séries
¢ aplicado. Séries infinitas sio utilizadas em virios casos da Economia, Biologia,
Medicina, Farmacologia, entre outras ciéncias exatas, biologicas e tecnolégicas.
Como se verd neste trabalho, a utilizagiio de Séries Infinitas é importante para
viarias dreas do conhecimento humano. Porém, o primeiro objetivo ¢ definir o

que chamamos de Série Numérica ou Série Infinita,
Segundo Anton (1999, p.54), série “sdo somas de um niimero infinito de

mimeros reais” e pode ser escrita na forma Z"" =a taytat..ta, +.. e

n=l
uma vez que ¢ impossivel somar diretamente um ndmero infinito de nimeros, as
somas de séries infinitas sdo definidas e calculadas por um processo de limite

indireto.

Segundo Lima (2004, p. 37), “uma sériec ¢ uma soma

S=a +a,+..+a,+... comum nimero infinito de parcelas™ que pode descrito
como S = ,'l'_'}l("n +...+4,). Por ser um limite, cai na condigido de que este pode
existir ou ndo existir, ¢ com isso se pode classificar as séries como séries
convergentes ou séries divergentes.

Dada uma seqiiéncia (a,) de niimeros reais, pode-se formar com ela uma
nova seqiiéncia (S,) que ¢ definida pelas somas parciais da série Za,, ,onde a

parcela a € o termo geral: §, =a,S, =a, +a,,...5, =a, +a,+..+a,.
Se existir o limite ¥ = ll"_',‘;(é,,). diremos que a série Za“ ¢ convergente
e se o limite nao existir diz-se que a série é divergente.

Em alguns casos, além de a série Z a, serconvergente, pode-se observar
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) inicial também € convergente, e

que a série do médulo do termo geral (Z a,

quando isso acontece, pode-se chamar a série de absolutamente convergente.

Para provar-se a convergéncia, ou divergéncia, de uma série infinita,
utilizam-se testes que sdo realizados com o termo geral da série. Dois dos testes

utilizados sao: o Teste de d’Alembert e o Teste de Cauchy.

n+l - P -
<1 _entdo a série Zan é

O Teste de d’ Alembert propoe que se li la

convergente. Jd o Teste de Cauchy propoe que se lim ",/[a,,l <1, entdo asérie Z a,
serd convergente.
Séries Geométricas

Uma série geométrica € toda a série que se puder ser descrita pela notacao

2 3 k - - . -
Zar" =a+ar+ar”  +ar +..+ar’ +... em que cada termo apés o primeiro é

obtido pela multiplicacao de seu predecessor imediato por uma constante
multiplicativa r. Ja que r € a razdo entre qualquer termo (depois do primeiro) e seu

predecessor imediato, pode-se referir a série como série geométrica de razao r.

Nota-se que uma série geométrica fica completamente especificada através

de seu primeiro termo a e sua razao r. Por exemplo, especificando a série

1
geométrica de termo inicial g=1 e razdo "=5, temos
1 1 1 3 1

1+_+—+_+_+'-'+T+'---
2 4 8 16 2

Uma razao negativa r produz uma alternancia de sinais algébricos, como,
. . I 1 1 1 o
por exemplo, a série geométrica 3—1+ 3 9 + 37 381 +... que tem primeiro

1
termo 4 =3 e razao r=—§ A
Através de um habil artificio, € possivel obter uma férmula simples para
a n-ésima soma parcial § de uma série geométrica Zczr" :

n—1

(1), e multiplicando por r.
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obtém-se S, r =ar+ar’ +ar’ +...+ar" (2). Subtraindo a equagdo (2) da equagdo

(1), tem-se "
I—r
S,—S r=a—ar" ou S"(l—r):a(l—r"). Portanto, S, =4 1—r | SEr#l-
o . . IS a
Sabe-se que se |r| <1, entdio Im 7" =0 daf lim§, =lima T —

se r=1- Por outro lado, se H >1, entdo a série geométrica acima diverge. No
caso restante em que |r| =1,o0useja. p=1 ou y=_1, € ficil ver que a seqii€ncia
das somas parciais diverge.

Assim tem-se o seguinte teorema: “A série geométrica Z ar” com termo

o wie - | =
inicial g#¢ e razaor converge se e somente se . Se |I‘|<l. entao

a
Sar' =2
1-r

Aplicacdes de Séries Geométricas

Séries Geométricas possuem vdrias aplica¢cdes prdticas tanto na
Matematica, expressando dizimas periddicas em fracdes ou no estudo de
probabilidades, como em muitos ramos da Medicina e da Economia. A seguir,

alguns exemplos extraidos das referéncias bibliograficas.
Exemplo 1 - Valor presente de uma anuidade

Encontre a quantia que vocé deve investir hoje a uma taxa de juros anual
de 10%. capitalizados continuamente, de modo que, comeg¢ando no préximo ano,

vocé pudesse fazer retiradas anuais de $400 por toda a vida.

Soluc@o: A quantia que se deve investir hoje para gerar a seqiiéncia
desejada de retiradas € a soma dos valores presentes de cada uma das retiradas
individuais. Calcula-se o valor presente de cada retirada usando a férmula

P=Be".com B=400. r=0.1,etsendo o tempo, em anos, no qual a retirada

¢ feita. Dessa forma,
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P, = 400e™""
P, = 400¢™?
P = 4006—0.1(HJ

e assim por diante. A quantia que se deveria investir hoje € a soma desses infinitos

valores presentes. Isto é ) B, = > 400e™'" = 400¢™™ [' +e () + ]

n=1 n=1

i s I -0.1
Reconhecendo esta série como uma série geométrica com a =400e e
r=e"'=0,9048
oo 400e—0,l
P —0.1(n)
r| <1, a série converge com soma D 4006 = T = 3803,33,
=i

n=l|

Como

Desta forma, deve-se investir $ 3.803,33 de maneira a atingir o objetivo

estabelecido.
Exemplo 2 - Aciimulo de Medicacio no Corpo

Um paciente recebe uma injecao de 10 unidades de uma determinada
droga a cada 24 horas. A droga € eliminada exponencialment[e de modo que a
fragiio remanescente no corpo do paciente apds  dias é f (1) = 6_4. Se o tratamento
continuar indefinidamente, aproximadamente, quantas unidades da droga existirao

no corpo do paciente exatamente antes de uma inje¢ao?

Solucao: Da dose original de 10 unidades, somente 10e_% unidades
permanecem no corpo do paciente ap6s 1 dia. A medicag@o no corpo do paciente
apos 2 dias consiste no que permaneceu das duas primeiras doses. Da dose origi-
nal, somente 10e /5 unidades restam, e da segunda, restam 10e_% unidades.
Assim

8= lOe_%
5
S, =10¢ /5 +10e /5

-1 -_" _n
S, =10e A+lOe % +... 4108 %
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Logo, a quantidade S de medicacio no corpo do paciente a longo prazo é
o limite de S, quando »n tende ao infinito. Isto €,

s=limS, =>'10¢7 =i10(e'}g J o

= n=1 n=1

= IOe_% Z(e—%) = lOe—% =45.17unidades
n=1

l—e-}g

Equacoes de Diferencas

As equacoes diferenciais podem ser usadas para modelar diversas situacoes
dindmicas envolvendo comportamentos continuos. Contudo € freqgiientemente
mais natural ou conveniente descrever certas situacdes em virtude do
comportamento de uma série de pontos discretos, em vez de um fenémeno
continuo, por exemplo. censos populacionais de anos em anos, biélogos estudando
colonias de bactérias a cada hora, economista observando boletins semanais de

oferta e demanda.

As equacdes de diferencas representam o mesmo papel que as equagdes
diferenciais exercem no estudo de fendmenos continuos, porém sdo trabalhadas
em situacoes dinamicas discretas.

Uma funcao discreta f{k) € uma funcao que tem uma seqiiéncia de pontos
em seu dominio, representado pelo indice &, e uma equaciao de diferencas € uma
equacdo relacionando f{k) com valores de f para indices k. Uma solucdo de uma
equacdo de diferencas € uma funcao especifica que satisfaz a equacdo, e uma
solucdo geral é¢ uma férmula que caracteriza todas as solucoes possiveis.

Equacdes de diferengas da forma f(k+1)=af (k)+b em que a e b sdo
constantes, aparecem em diversas aplicacOes e uma solugado geral de umaequacgio

deste tipo pode ser obtida usando o que conhecemos sobre séries geométricas.

Supondo que f(0)=C . para algum nimero C, entido obtém-se
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fO)=cC
f(h)=aC+b
f2)=alaC+bl+b=a’C+ab+b
f@) =dd’c+ab+bl+b=a’C+a’b+ab+b

fky=a"'C+ [aH +a' 4.+ a+1};

Sendo 4. e usando a férmula obtida para a soma parcial de uma série

l_k
ol

s k k-1 £-2 £
geométrica, encontramos f(k)=a C+[a +a +...+a+l}7:a C+ :
—a

que € a solucdo geral da equacao de diferencas. Ou seja, a solucdo da equacao da

C+kb se a=1

k

diferenca, onde f(0)=C, ¢ Flky= e

l—-a

b sea#l-

Pode-se utilizar o exemplo abaixo para ilustrar a utilizacdo de tal equacao.
Exemplo 3 — Crescimento populacional

Ha 12000 pessoas na cidade de Sao José. A cada ano, 3% das pessoas da
cidade morrem e 720 bebés nascem. a) Qual serd a populacdo em 5 anos? b)Qual

serd a populacao a longo prazo?

Solucao: a) Seja P(n) a populacdo apds n anos. Como 0,03P(n) pessoas
morrem no proximo ano. segue-se que 0.97P(n) sobrevivem, e a populacio apds
(n + 1) anos satisfaz P(n+1)=097P(n)+720.

Substituindo @ = 0.97, b = 720 e C = 12000 na férmula apresentada como
solugdo da equagio flk+1)=af (k)+b. obtemos

1-(0.97)"

P(m)=(0.97)" (12000)+
(=097 12000+ 057

-720 _ Assim, quando n = 5, a populacio é de

P(5)=(0.97)(12000)+ 11‘(0—*97)'

-720 =13695 habitantes
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b) Para encontrar a populacao de longo prazo, calcula-se o limite

1- (0’97)_ .720|= 0+i)_—0 -720= 24000habitantes

k] ¢ e

limP(n) = lim| (0.97)" (12000)+

n—es Nn—sea 1—

Assim, apds um longo periodo de tempo, a populagao tende a se estabilizar
em 24.000 habitantes.

Sistemas de Amortizacao

Como este trabalho visa aplicar a Equacao de Diferencas aos
financiamentos imobilidrios, € preciso tratar dos sistemas de amortizag¢@o possiveis
para estes financiamentos. Para isso observar-se-a o funcionamento dos sistemas
SAC, PRICE, SAM e SACRE.

Sistema de Amortizacao Constante (SAC)

Esse sistema, amplamente utilizado no Brasil nos financiamentos
imobilidrios, consiste, como o préprio nome diz, em amortizar o principal da
divida pelo meio de parcelas constantes e sucessivas, obtidas pela divisdao do

valor do empréstimo pelo niimero de prestagdes do contrato.

O valor de cada prestacao sucessiva no SAC é composto por uma parcela
de juros vencidos, calculados sobre o saldo devedor, e outra correspondente a

uma parcela fixa a titulo de amortizacio de capital.

No SAC, o saldo devedor do empréstimo decresce em progressdao
aritmética e, em conseqiiéncia disto os valores dos juros e da prestacdao também

decrescem com uma razao fixa.

Para calcular o saldo devedor no sistema SAC, sem termos que utilizar

"

um quadro demonstrativo, pode-se usar a férmula SD, =P X[ mJ’ em que

SD, € o saldo devedor do empréstimo apds o pagamento de n parcelas, P € o valor
principal emprestado, n € o niimero de parcelas pagas e nf é o niimero total de

parcelas do financiamento.

Para calcular a parcela a ser paga no sistema SAC, sem utilizar um quadro
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P : .
demonstrativo, pode-se usar a férmula PMT = T SD, Xi em que PMT ¢ o
n

valor da prestagiio que desejamos encontrar, P € o valor principal emprestado, nt
¢ o nimero total de parcelas do financiamento, SD, , € o saldo devedor do
empréstimo ap6s o pagamento da prestacio anterior que desejamos encontrar e |
¢ a taxa de juros na forma decimal.

Sistema PRICE ou Francés de Amortizacao

Este sistema consiste no pagamento da divida por meio de prestagoes de
valores iguais, com periodicidade constante e com termos vencidos. Nesse sistema,
cada prestagio contém uma parcela de juros e outra de principal amortizado.
Como as parcelas sdo todas do mesmo valor, a medida que elas vio sendo quitadas,
as quotas de amortizagio sio progressivamente maiores, fazendo com que o saldo
devedor, ao longo do tempo, fique menor e conseqiientemente 0s juros tornem-se

menores.,

O valor das prestagoes no sistema PRICE ¢ obtido por meio da férmula

(1+i)' xi

) iy o | 2 P .

PMT = PX| -——5——1 onde PMT é o valor da prestaciio que se deseja encontrar,
(1+i) —1 §04 ]

P ¢é o valor principal emprestado, n € o niimero total de parcelas do financiamento

¢ i ¢ ataxa de juros na forma decimal.
Sistema de Amortizacio Misto (SAM)

Analisando os dois sistemas estudados anteriormente, nota-se que para
um mesmo prazo, uma mesma taxa de juros e um mesmo capital financiado, as
prestagoes iniciais do sistema PRICE sdao menores que as do sistema SAC. Por
outro lado, a amortizagao do SAC ¢é mais rapida e por isso o total de juros
acumulados, quando € adotado o sistema PRICE, é maior que se fosse utilizado o

sistema SAC.
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Para buscar um equilibrio, o extinto Banco Nacional da Habitagao® criou
e utilizou no passado o Sistema de Amortizagiao Mista (SAM). Nesse sistema, 0s
valores das prestacoes, juros, amortizagoes e saldo devedores sdo obtidos pela
média aritmética entre os valores resultantes do sistema SAC e do sistema PRICE,
daf a origem do nome Sistema Misto.

O exemplo abaixo possibilita uma melhor compreensiao do funcionamento
do SAM:
Exemplo 4

Um empréstimo de $ 40.000,00 devera ser pago por meio de 8 parcelas
mensais e sucessivas, vencendo a primeira 30 dias apds a contratagio, segundo o
sistema SAM. Sabendo que a taxa de juros cobrada em tal operacio foi de 10%
ao més, construa uma tabela mostrando mensalmente o comportamento da divida.

Primeiramente deve-se construir uma tabela para o sistema SAC.

Tabela 1 - Sistema de amortizagio Constante

o .. Prestacao Juros pagos Prmc.lpal Saldo Devedor
(meses) Amortizado
0 0,00 0.00 000 [ $40 00000

S $ $
1 $ 900000 | $ 400000 | $ 500000 [ $ 3500000
2 $ 850000 | $ 350000 | $ 500000 | $ 3000000
3 $ 800000 | $ 300000 | $ 500000 | $ 2500000
4 $ $ $
5 $ $ $
$ $ $
$ $ $

7 500,00 2 500,00 5 000,00 | $ 20 00000
7 000,00 2 00000 500000 [ $ 15 00000
6 500,00 1 500,00 500000 | $ 10 00000
6 000,00 1 000,00 500000 [ $ 500000

8 $ 550000 | § 50000 | $ 500000 [ $ 000
Total | $58000,00 | $ 1800000 | $4000000 | $ 000

Logo apds deve-se construir uma tabela para o sistema PRICE.

*Criado em 1964, 0 BNH era um banco de segunda linha, ou seja, niio operava diretamente com
o piiblico. Sua fungdo era realizar operagoes de crédito e gerir o Fundo de Garantia do
Tempo de Servigo (FGTS), por intermédio de bancos privados e/ou piblicos e de agentes
promotores, como as companhias habitacionais ¢ as companhias de digua e esgoto.

O BNH foi a principal instituiciio federal de desenvolvimento urbano da histéria brasileira, na
qualidade de gestor do FGTS ¢ da formulagio ¢ implementacio do Sistema Financeiro da
Habitagio (SFH) ¢ do Sistema Financeiro do Saneamento (SFS). Foi extinto, por decreto
presidencial, em 1986.

hup://www.mre.gov. br/cdbrasil/itamaraty/web/port/economia/saneam/planasa/bnb/
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Tabela 2 - Sistema PRICE

(Il::lszcz) Prestacao Juros pagos Afr:)n:iz’;ilo Saldo Devedor!
0 $ 0,00 8 000 (S 0,00 | § 40 000.00
1 $ 749776 | $ 400000 | $ 3497.76 | $36502,24
2 $ 749776 | $ 365022 | $ 384754 | $32654,70
3 $ 749776 | $ 326547 | $ 423229 | $2842241
4 $ 749776 | $ 284224 | § 465552 | $23766.90
5 $ 749776 | $ 2376,69 | $ 5121.07 | $ 18 645.83
6 $ 749776 | $ 186458 | $ 5633.18 | $13012.65
7 $ 749776 | $ 130126 | $ 619650 | $ 6816.15
8 $ 7497776 | $ 68162 S 6816,14 | § 0,01
Total | $59982.08 | $19982.09 | $3999999 | § 0.01

Para obter-se a tabela do sistema SAM, deve-se calcular a média aritmética

entre os valores das prestacdes, juros, amortizacoes e saldo devedor.

Tabela 3 - Sistema de Amortizaciao Misto

Prazo» Prestacao Juros pagos Pnnc.pal Saldo Devedor
(meses) Amortizado
0.00 0.00 0.00 | $ 40 000.00
8 248.88 4 000.00 424888 | $35751.12
7 998.88 3 575,11 442377 | $31327.35

$ $
$ $
$ $
774888 | $ 313274 | $§ 461614 | $26711,21
749888 | $ 267112 | § 482776 | $ 2188345
$ $
$ $
$ $
$ $
$ $

7 248 .88 2 188.34 5060.54 | $ 16822091
6 998 .88 1 682.29 531659 | § 1150632
6 748,88 1 150.63 559825 | § 5908.08
6 498,88 590.81 590807 | $ 0,00
Total | $58 991,04 18 991.04 4000000 | $ 0.00

R[N ||| R[] =D
& A|A|A|A A A|A|A

Sistema de Amortizacio Crescente (SACRE)

Este sistema foi desenvolvido pela Caixa Econdmica Federal com o
objetivo de permitir, nos financiamentos de longo prazo para aquisi¢cdo de casas
proprias, uma amortizacao mais rapida, reduzindo a parcela de juros sobre o
saldo devedor. Na realidade. esse sistema € baseado no sistema SAC, utilizando

a metodologia deste para o célculo e recilculo anual das prestacoes.
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O célculo da primeira parcela no sistema SACRE assemelha-se ao do
sistema SAC, em que o principio € parecido. A primeira parcela no sistema
SACRE ¢ calculada por PMT = ;“‘“PXI' em que PMT é o valor da primeira
prestacdo que desejamos encontrar, P € o valor principal emprestado, n € o
nimero total de parcelas do financiamento e i € a taxa de juros na forma deci-

mal.

Os financiamentos da Caixa Econdmica Federal que seguem esse sistema

tém as seguintes caracteristicas e metodologias de cilculo:

a) No SACRE, no primeiro e segundo anos de contrato, o calculo
da prestacao € feito uma vez por ano, a partir do terceiro ano, poderd ser
trimestral, caso haja um aumento considerdvel nos indices de atualizacdo

monetaria.

b) O valor das doze primeiras parcelas € fixo e, apds esse periodo. a
prestacao serd recalculada para o préximo periodo de doze meses.

c) O saldo devedor € reajustado mensalmente pela Taxa Referencial
(TR).

d) O dia da assinatura da minuta contratual (aniversario do contrato)
¢é o dia que passa a vencer e a ser calculada a prestacdo mensal.

e) Sobre o valor inicial das prestacdes serdo somadas as importancias
a serem pagas mensalmente a titulo de seguros e tarifas de administracao.

) Por esse sistema, a prestacao inicial pode comprometer até 30%
da renda do financiado.

g) O cdlculo do valor da primeira prestacdo € feito segundo a
metodologia do sistema SAC. ou seja, divide-se o valor financiado pelo nimero
total de parcelas do contrato e logo apds soma-se o valor dos juros calculado
sobre o valor do saldo devedor. O financiado ird pagar durante um ano o valor
dessas prestacoes fixas.

h) Mensalmente, o saldo devedor € corrigido pela TR e o valor dos
juros serd calculado sobre esse saldo atualizado. Uma vez obtido o valor dos

juros, este descontado do valor da prestacdo fixa, resultando na parcela de
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amortizacao que diminuird o saldo devedor existente a cada periodo.

1) Imediatamente, apds o pagamento da 12 prestagdo, apura-se o
saldo devedor e recalcula-se o valor da prestacdo que vigorard para os proximos
12 meses, seguindo o mesmo método de cdlculo do inicio do contrato, lembrando
que o niimero total de parcelas ficou reduzido em 12.

Ver-se-4 um exemplo para melhorar a assimilacdo sobre o sistema SACRE:
Exemplo 5

Um imével no valor de $ 100.000,00 foi financiado para pagamento em
180 prestagdes iguais e mensais, com a primeira vencendo 30 dias apds a
contratagio, segundo o sistema SACRE. Sabendo que a taxa de juros cobrada foi
de 1% ao més e o valor das parcelas serd corrigido mensalmente pela Taxa
Referencial (TR), pergunta-se:

a) Qual o valor da primeira parcela? b) Qual o valor da décima terceira
parcela a ser paga, considerando uma projecdo para a TR de 0,25% ao més

constante.

100(())00“00000(0,01:&.55556.

P
Solucio: a) PMT=—+Pxi— PMT=
n

b) Essa questdo serd resolvida com a ajuda de uma tabela, e para facilitar a
compreensao, serd passada a metodologia de montagem da tabela.
Calcular-se-a separadamente os valores dos juros (/) da primeira parcela,

a partir do saldo devedor atualizado (SDA) pela TR.

SDA = SD ><(1+11i
100

SDA = lOOOOOx(l - 0,25
100

) =$100.250,00

J =SDAXi
J =100250x0,01=%$1.002,50

Com o valor dos juros e da primeira parcela, calculou-se a amortizagdo
da primeira parcela e o saldo devedor logo apds o pagamento desta parcela.

A=1555,56-1002,50=$553,06 ¢ SD, =100250,00—-553,06 = $99.696,94
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Ap6s calculou-se o valor do saldo devedor atualizado pela TR e o valor

dos juros da segunda parcela.
SDA = SDX(I+EJ
100

SDA =99696.94 x (I +% =599.946.18
100
J=SDAXi
J =99946.18x0.01 =$999 46

E faz-se assim por diante até o fim da 12° parcela. Apés esta parcela, o
valor da 13* deve ser recalculado, visto que no sistema SACRE a parcela é
recalculada a cada 12 meses. Portanto, a 13® parcela € calculada utilizando o
saldo devedor como base do valor principal do empréstimo e desconsiderando os
meses que ja foram pagos.

PMT:£+ PXxi
n

2
PMT = %-H)GIOZ,OSX0,0I =$1.533,06

E. assim, pode-se completar a tabela.

Tabela 4 - Sistema SACRE

TR 5 . % Valorda | SD apés o
Parcela . |SD Atualizado | Amortizgo | Juros | Ao 07 pag;':mo
0 [025% | s10000000 ] s 000 [s o000[$ 000] $10000000
1 [025% | $10025000 | $55306 |$100250] $155556] S 9969694
2 Jo25% | s 99619 | $55609 [$ 99946] $155556] S 9939009
3 [025% | s 963857 | $59917 |$ 99639 $155556] S 9907940
4 l025% | s 932700 [ $56228 |$ 99327] $155556| S 9876481
5 Jo25%| s wonz2 | ssesas [s 990.a2] $155556] s 9844629
6 |025% | S 9869240 | S$356863 |$ 98692] $155556] S 9812377
7 Jo2s% | s 9836908 | ss57186 [$ 98369] $155556] s 9779721
8 |025% | s 9804171 | S575.04 |$ 98042] $155556| S 9746657
9 [o025% | s 9771024 | $57845 |$ 977.10] $155556| s 9713178
10 |025% | S 9737461 | $581.81 |$ 97375] $155556 | S 9679280
11 |025% | S 9703478 | $58521 |$ 97035| $155556 | S 9644958
12 [025% | S 9669070 | $58865 |$ 96691| $155556| S 9610205
13 |025% | s 9634231 | $56963 |$ 96342] $1533.06] S 9577267

Observa-se entdo que a 13* parcela vale $1.533.06.
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Financiamentos Habitacionais da Caixa Economica Federal

Atualmente, a Caixa Econdmica Federal tem feito seus financiamentos
habitacionais utilizando apenas o sistema SAC, porém a instituicao ja utilizou
outros sistemas de amortiza¢do, como mostra a norma HHO1800 (2000, p.6e 7)
da CEFE.

Segundo esta norma, os sistemas SAM. PRICE e SACRE ja foram
utilizados pela instituicdo, porém estdo em desuso atualmente. O sistema PRICE,
também conhecido por SFA (Sistema Francés de Amortizacao) foi utilizado,
pois sua prestacdo era composta por “uma parcela de juros decrescente ao

longo do prazo e outra de amortizacdo que cresce de forma exponencial”
(HHO1800, 2000, p. 6).

Aplicacao da Equacio de Diferencas em financiamentos

Antes da andlise da funcionalidade da Equacdo de Diferencas nos
financiamentos Habitacionais da Caixa Economica Federal, segue um exemplo

que demonstra a utilizacio desta férmula num financiamento qualquer.
Exemplo 6

Uma pessoa toma $10.000,00 a 5% de juros capitalizados anualmente. A
divida deve ser paga em prestacdes iguais de $ A ao fim de cada ano, durante 8

anos. Usando uma equacao de diferencas, encontre o valor de A.

Solucido: Seja P(k) a quantidade ainda devida ao fim de k anos, parak =0,
1, 2, ..., 8. Entdo, exatamente apds o pagamento, ao fim do (k + 1)-ésimo ano, a
divida serd de P(k+1)=105P(k)—A. Substituindoa = 1,05, b =-Ae C =
10.000 na férmula para solucdao geral de equacao de diferencas
flk+1)=af(k)+b .obtém-se

k
P = (L05) (10000)+| =005 | 4)
1-105 ’
Como a divida deve ser quitada em 8 anos, tem-se que P(8) = 0. Assim,

: 1-(L05)°
P(8)=0=(L05)" (IOOOO)+{W:|X(—A)' Isolando A, conclui-se que a

prestacdo anual deve ser
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4 — 10000 (1.05)°
1-(1,05)°
1-105

=$1.547,21

Este exemplo mostrou como utilizar tal equacdo no movimento financeiro
denominado financiamento, que consiste em a pessoa, fisica ou juridica, emprestar
dinheiro de uma instituicdo financeira para uma determinada aplicacdo e pagé-lo
em um determinado nimero de tempo acrescido de certa taxa de juros. Durante o
pagamento das parcelas, parte destas destina-se aos juros cobrados pelo
empréstimo e outra parte destina-se a abater a quantia que foi emprestada. Tal ato

denomina-se amortizacao.

Como abordado no capitulo anterior, os sistemas de amortizacao de dividas
em financiamentos habitacionais variam em suas determinacdes de como pagar,
quanto pagar por parcela. quanto pagar de juros. E estas variantes é que

caracterizam cada um dos sistemas.

Observando o exemplo acima, nota-se que o uso da Equacdo de Diferencas
¢ destinado a um tipo especifico de financiamento, que € o financiamento que
utiliza o sistema PRICE como sistema de amortizagio. Isto porque a Equacao de
Diferencas trabalha com um sistema de amortizacdo de parcelas iguais, e este é 0

principio do Sistema PRICE de Amortizacao.

O exemplo abaixo serd resolvido das duas maneiras, pela Equacao de
Diferencas e pela equacdao mostrada no sistema PRICE, e mostrard como

funcionam semelhantemente.
Exemplo 7

Uma empresa adquiriu um imével de $ 2.000.000,00 pagando 50% a vista
e financiando o restante em 36 parcelas iguais, com taxa de juros de 4%
capitalizados mensalmente. a) Calcule, utilizando uma equacao de diferencgas, o
valor da parcela a ser paga. b) Calcule, utilizando a o sistema PRICE, o valor da

parcela a ser paga.

Solucao: a) Seja Q(k) a quantidade ainda devida ao fim de k meses, para
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k=01, 2,.., 36. Entao, exatamente apds o pagamento, ao fim do (k + 1)-ésimo
més, adivida sera de P(k+1)=1L04P(k)— A. Substituindoa = 1,04, b=-Ae C

= 1.000.000 na férmula para solugio geral de equagio de diferengas

1-(L04)" | (- 4)

k
/(I\ + l)= (l/(l\)+[7 . obtém-se P(k) = (1‘04) (1000000)+ 1-1.04

Como a divida deve ser quitada em 36 meses, tem-se que P(36) = 0.

, % 1-(1,04)"
Assim, P(36)= 0= (1,04)" (1000000)+ . x(=A).

Isolando A, conclui-se que a prestagao mensal deve ser
s 1000000 (1,04) "
1-(04)"

1-1,04

=$52.886,88

b) Utilizando o sistema PRICE para fazer o cdlculo da parcela a ser paga,
(1+i)" xi

R ) _ P
pode-se recorrer  utilizagio da equagio de tal sistema PMT = PX (14i) 1

Nesta equagio, tem-se que o valor da prestagio que desejamos encontrar,
representado por PMT, € calculado em fungao de P = 1.000.000,n = 36 ¢ i = 0,04
(1+0,04)" x0,04

(1+0,04)" =1

e encontra-se entdo £'MT =1000000X =$52.886,88

Com aresolugio destes exercicios, mostra-se que a utilizagio da equagio
do sistema PRICE ja ¢ um uso simplificado e mais direto que a aplicagio de uma
equacdo de diferengas. A equagio de diferengas funcionou semelhante a equagio
do sistema PRICE, calculando uma parcela idéntica a parcela calculada pela
equagao deste sistema. Com isso, demonstra-se entdao a utilizagio de tal equagao
nos financiamentos habitacionais.

Conclusao

Como a Caixa Economica Federal utiliza-se atualmente do sistema SAC,
e por ja ter utilizado ha tempos o sistema PRICE, € desaconselhdvel a utilizagdo
de Equagoes de Diferengas para o cilculo das parcelas destes financiamentos.
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E mesmo que a Caixa Economica Federal volte a utilizar o sistema PRICE,
ou Sistema Francés de Amortizacao, para seus financiamentos habitacionais, ainda
assim, € aconselhdvel a utilizacido da equacdo proposta no sistema para o cilculo

da parcela a ser paga, levando em conta sua praticidade e objetividade.

Abre-se ainda um ponto positivo do artigo, em que se mostra como um
topico da matemadtica pura, no estudo de Séries Geométricas, onde se mostrou as
Equacoes de Diferencas. pode ser aplicado a situagdes cotidianas como um
financiamento habitacional, e assim demonstrando sua validade quanto a ser um

topico relevante no universo matematico.

Espera-se que este estudo possa servir de motivacao para a busca incessante
de novas aplicacoes de tépicos de matemdtica pura em situacdes cotidianas,
fazendo assim com que as pessoas tenham mais facilidade e familiaridade com a

matematica.
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